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あらまし  

確率分布間の距離を表現可能な最適輸送理論は、近

年、機械学習や統計的学習、信号処理等の分野で大き

な注目を集めている。最適輸送問題は数理計画問題と

して定義されるが、その解を求めるには高い計算量が

必要なことから、高速かつ柔軟な最適化手法への期待

は高い。また、最適輸送問題の応用は広範囲に及ぶが、

特に非構造データへの適用とその応用は極めて重要で

ある。そこで本研究では、最適輸送問題の高速な求解

手法の確立に向けて、緩和最適輸送問題のための制約

緩和最適化手法、および複数最適輸送問題のための部

分空間基底に基づく最適化手法を研究した。また、最

適輸送問題のグラフ問題への応用について研究した。

本稿では、それらの概要について報告する。 

 

１.研究の背景と目的 

近年、機械学習の分野で精力的に研究が進められて

いる最適輸送理論は、確率分布間の距離を計算するこ

とで、様々な種類のデータ間の「違い」を定量的に表

現することができる。直感的には、最適輸送問題は、

確率分布の土塊を地点 A から地点 B へ運ぶ際の最適な

輸送計画 T を求める問題として捉えられ、ここで得ら

れる最適な輸送計画 T によりデータ間の距離を定義す

ることができる。この問題を定式化する上で注目すべ

きは、地点 A、B ともに条件として与えられた土塊量を

満たす必要があるだけでなく、輸送に際して土塊の一

部が地点Aに残る、また地点Aで存在していた以上の、

あるいは以下の土塊が地点 B に輸送されることは許容

されない、といった条件を考慮する点にある（図 1 左）。

本研究では、これらの条件を質量保存条件と呼ぶこと

にする。よって、この最適化問題は質量保存条件を多

面体制約条件で記述した「構造制約付き最適化問題」

として定式化される。このように定義される最適輸送

問題は、既存の線形計画問題*1 用の最適化手法により

解くことが可能であるが、その計算量はデータ次元の

三乗に比例して増加する。そこで、高速な最適化手法

が多数提案されており、例えば、エントロピー*2 条件

を追加したシンクホーン・アルゴリズムが広く注目を

集めている。 

本研究では、さらなる高速化と適用問題への柔軟性

の向上を目指し、最適化問題における制約条件を緩和

した緩和最適輸送問題に着目し、高速な制約緩和最適

化手法を研究した。一方、機械学習の問題では、複数

の最適輸送問題を同時に解く場合が頻繁に生じる。一

般に、輸送対象となるデータの確率分布サイズは異な

ることが想定されるため、このような複数の最適輸送

問題を効率的に計算する最適化手法は存在しない。そ

こで本研究では、部分空間の基底学習と、学習基底を

用いたバッチ処理による高速最適化手法を研究した。

最後に、非構造データであるグラフデータを対象とし

て、グラフ分類問題やグラフ表現問題に対する最適輸

送問題の応用について研究した。 

 

 
 

図 1 最適輸送問題と半緩和最適輸送問題 
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３．研究の方法 

3.1 制約緩和による最適化手法 

最適輸送問題を実問題へ応用する際、質量保存条件

が厳密に満たされる必要が無い場合では、かえって性

能劣化を引き起こすことが報告されている。このため、

質量保存条件を緩めた「緩和最適輸送問題」が研究さ

れている。 

本研究では、質量保存条件の内、片方（地点 B 側）

の条件のみ緩めた「半緩和最適輸送問題」（図 1 右）に

対して、座標毎に勾配法*3 を適用する高速化手法を研

究し、その理論的収束レートを示した [1]。さらに、

前述のシンクホーンアルゴリズムによる半緩和問題に

ついても研究した [2]。後者については、目的関数値

の誤差および最適解に対する誤差に関する理論的収束

レート解析*4 を行い、最適輸送問題と比較して大幅な

理論的性能向上を達成した。特に注目すべきは、質量

保存条件の緩和問題において重要となる「質量保存誤

差」についての収束レートを導出した点にある。この

理論的成果により、アルゴリズムの停止時に、保存条

件から質量がどれほど乖離しているかの最悪値を見積

もることが可能となる。そして、応用問題への適用時

に質量保存条件の緩和の程度を調節することも可能と

なる。 

 

3.2 部分空間基底に基づく最適化手法 

複数の最適輸送問題を同時に解く問題を考える。例

えば、多数のグラフデータから似たようなグラフの集

合を抽出する、観測された複数の時系列データと過去

に観測されたデータを対象として類似のデータを検索

しグループ化する、などがその例となる。このような

問題において、複数のデータの全ての組み合わせに対

する相互間距離を最適輸送により求めることを考える。 

一般に、最適輸送問題では、与えられた特徴空間に

おける確率分布は未知である場合が多い。そのため、

計算においては、これらの確率分布を各点に対する一

様分布として計算することが一般的である。これによ

り、二つのデータ間の比較を二つの既知の確率分布に

関する問題とすることができる。一方で、離散分布の

サイズが異なる場合は、GPU による並列化処理の適用

は制限される。具体的には、異なるサイズの分布に起

因してコスト行列も異なるサイズを有しているため、

バッチデータとして GPU に入力することが困難とな

る。 
本研究では、複数データに共通する部分空間上の基

底を用いた最適化手法について研究した[3]。具体的に

は、最初に、輸送対象の元データの分布から部分空間

の基底ベクトルを学習する。次に、求めた基底ベクト

ルを用いて元データを表現し、元々異なるサイズであ

った確率分布を固定サイズの分布に変換する。最後に、

変換された分布間の最適輸送問題に対して GPU 並列

計算処理を行う。本手法では、部分空間の基底ベクト

ルのサイズは常に一定であるため、前述したシンクホ

ーン・アルゴリズムにより GPU 並列化を導入するこ

とが可能となり、 距離計算をバッチ処理により高速化

できる。表１は、ベンチマークであるグラフ・データ

セットであるNCI１とZINCを用いた距離計算におけ

る従来手法（詳細は省略）と提案手法の処理時間の比

較を示している。表１から、提案手法は CPU 利用時

においても高速化を実現しており、さらに GPU によ

る著しい高速化を実現していることが分かる。以上か

ら、提案手法の有効性は明らかである。 
 
表 1 平均輸送処理時間（単位は[sec]）。提案手法は

基底学習時間と輸送処理時間をそれぞれ表している。 
手法 データセット 

NCI1 ZINC 
OT-EMD (CPU) 1717  2566  
SW (CPU) 4512  5190  
eOT (CPU) 18574  29090  
BDS-eOT (GPU) 3970  5703  
提案手法 (CPU) 7.09+1259  0.41+1458  
提案手法 (GPU) 7.09+18.30  0.41+16.60  
 

3.3 グラフ問題への適用 

最適輸送問題は様々な機械学習問題へ応用されてい

る。本研究では、グラフ学習問題への応用研究を行っ
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た。グラフ構造データは、ノード情報とエッジ情報か

ら構成され、SNS 上のユーザー間のつながり、化学物

質等を表現することが可能である。例えば、化学物質

をグラフ構造データで表現し、そのデータ間の距離を

定義することで、構造的に近い化学物質を発見でき創

薬開発に寄与できる。さて、深層学習モデルはグラフ

構造データには直接適用できないことから、グラフニ

ューラルネットワーク（Graph Neural Network: 
GNN）*5 が注目されている。グラフ学習分野には、ノ

ード分類、エッジ予測、グラフ分類の代表的なタスク

があるが、GNN は前者 2 つのタスクについて優れた

性能を示すことが知られている。一方で、グラフ分類

タスクについては、従来法よりも不安定で精度が低い

ことが報告されている。  
このような背景を受けて、本研究ではグラフ構造デ

ータ間の距離を最適輸送問題により定義する研究を行

った。最初に、グラフ上の探索手法から得られる走査

パス比較手法の改良に基づくグラフ間距離を提案した

[4]。具体的には、ノードとエッジから構成される系列

の最長共通シーケンス集合を用いて最短パスを比較す

る手法を定義し、従来手法では不可能であった柔軟な

パス間比較を実現した。そして、このように得られる

パスの集合を離散分布と見なし、最長共通シーケンス

要素間の非類似性を基底距離とする最適輸送問題を定

義した。グラフ分類精度の数値実験から、提案手法が

従来のカーネル法*6 と同等以上の性能を持つことを

示した。 
次に、微小な構造変化（ノードやエッジの挿入・削

除・置換等）で経路が大きく変動する従来のグラフ探

索手法の問題に着目し、安定した方法でグラフ構造を

記述する手法を提案した 。具体的には、グラフカーネ

ル分野で最も代表的な Weisfeiler-Lehman（WL）*7
に着目し、その解釈に用いる WL の部分木の概念をノ

ード周辺の構造情報に適用した。 WL 部分木間の木編

集距離*8 を計算することでノード間の距離を定義し

た。また、高速に計算可能な近似距離を提案し、その

高速アルゴリズムと理論的保証を与えた。さらに、提

案した木編集距離を基底距離とする最適輸送問題を提

案した。数値実験では、二つの同一グラフの一方だけ

にノイズを加えた際のグラフ間距離の挙動を評価した。

その結果、従来手法では微小な構造変化に対して急激

な増加が見られるのに対して、提案手法では全体的に

滑らかな増加曲線を示すことを確認し、提案方式がグ

ラフ構造の微小変化をグラフ間距離として効率的に表

現可能であることを示した（図 2）。またグラフ分類精

度の数値実験からも、提案手法が最先端のグラフカー

ネル手法と同等以上であることを示した。 

 

図 2  WL 部分木を用いた手法の距離識別性能 

 

４．将来展望 

応用数学分野に端を発する最適輸送理論は、現在、

機械学習分野の重要な研究テーマの一つであり極めて

広範な応用分野を有する。一方で、厳密に計算するこ

とは、データ次元の拡大に伴い困難を伴う。従って、

より優れた最適化手法を開発するとともに、その特性

を理論的また数値的に評価していくことは意義がある。

今後は、その発展の一端を担えるよう研究を進めてい

く。 

 
用語解説 

*1 線形計画問題 
目的関数と制約条件が 1 次式で表現される最適化

問題。 
*2 エントロピー 

情報の乱雑さや不確実さを表す量。 
*3 勾配法 
   ある初期点から開始し、現在の点から勾配情報によ

り定まる移動方向に伸びる半直線に沿って、点を反

復的に更新していくことで最適解を求める最適化
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手法。 
*4 収束レート解析 
   ある誤差を許容する最適解へ到達するための収束

回数やそのための計算複雑度を推定する解析。 
*5 グラフ・ニューラルネットワーク 
   グラフデータを扱うためのニューラルネットワー

クの一種。 
*6 カーネル法 
   パターン認識において使われる手法の一つで、カー

ネル関数を用いて判別などのアルゴリズムに組み

合わせて利用する手法。 
*7 Weisfeiler-Lehman（WL）法 
   異なるグラフ間の構造の一致性を判定する代表的

な手法の一つ。 
*8 木編集距離 
   木構造を有するデータのノードとエッジを挿入・削

除・置換の 3 つの操作で木 B に変換するための操

作数。 
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