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はじめに

実験、数値実験 (数値シミュレーション)を主体とする論文と比較して、理論主
体の論文を読み解くことはたいへん骨の折れることではあるが、内容が理解でき
たかどうかの確認は容易である。なぜなら、「紙と鉛筆」さえあれば、読者自身で
追体験することが比較的容易にできるからである。このことは、機材、ノウハウ、
経費などの制約によって、一般的には、実験や数値シミュレーションの再現が限
定的にしか行えないこととは対照的である。
本報告書は、「非線形シャノン限界および非線形補償技術」のサーベイのために、
調査委員が何本かの理論主体の論文を精読した際に行った、理論の詳細な導出過
程を示すものである。この過程は、論文執筆者の思考過程を、読者自身の思考の枠
組みで捉え直して理解することであり、理論研究の遂行には不可欠である。従来
の「博物学的報告書」とは趣きの異なる内容ではあるが、理論主体の論文の技術
的内容を自家薬籠中の物とするには、論文中の数式を 1つずつ理解していく地道
な作業が必要になる。そのため、本報告書では、数式の導出過程をできるだけ丁
寧に追うことに努めた。原論文を読む際に、本報告書がお役に立てば幸いである。
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第1章 序論

光ファイバ通信では、情報信号の時間変化に応じて光の振幅、周波数、位相を
変調し、情報伝送を行う。従来の光通信システムでは、情報信号の「0」、「1」に応
じて光の明滅を行うことにより、2値のディジタル伝送が行われてきた。一方、最
近では、コヒーレント光通信技術の発展 [1,2]により、光の振幅および位相を変調
した多値光伝送の研究開発が盛んに行われており、一部ではすでにその実用化が
はじまっている [3]。光増幅技術によりファイバ損失を克服し、ディジタルコヒー
レント技術により、群速度分散や偏波モード分散などによる線形的な伝送歪みを
克服した光ファイバ伝送技術に残された問題は、光増幅器雑音による信号対雑音
電力比 (SN比)の劣化とファイバ中で生じる非線形光学効果である。そのため、光
ファイバ伝送システムでは、SN比の劣化による通信路容量を与える「シャノン限
界」[4]に加えて、非線形光学効果も加味した通信路容量を与える「非線形シャノ
ン限界」が示されている。「非線形シャノン限界」は一種の理論限界を与える式と
して広く用いられているが、その導出過程、適用範囲までが広く理解されている
かどうかは疑わしい。また、将来のディジタルコヒーレント送受信用 LSIへの実
装を目指して、非線形光学効果に起因する信号歪みを補償する技術の開発がすす
められている。
本報告書は、「非線形シャノン限界」および「非線形補償技術」に関するいくつ
かの論文の内容を調査研究したものである。まず、第 2章では、後の章での議論の
出発点となるファイバ中での光波の振る舞いを記述する非線形シュレディンガー方
程式 (NLSE)とマナコフ方程式を紹介する。第 3章および第 4章では、NLSEから
非線形シャノン限界が演繹的に導かれる過程を示す。第 5章では、3種類のNLSE

の解法を示し、それらの解法をどのように非線形補償技術に適用するかを示す。最
後に、第 6章では、非線形問題に対するいくつかのアプローチ法を比較し、非線
形性を考慮した光ファイバ伝送技術の今後の技術展望の一端を紹介する。

参考文献
[1] Kazuro Kikuchi,“Analyses of wavelength- and polarization-division multiplexed

transmission characteristics of optical quadrature-amplitude-modulation signals,”
Opt. Exp., Vol.19, No.19, pp.17985-17995 (Aug. 2011).
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[2] Seb J. Savory,“Digital Coherent Optical Receivers : Algorithms and Subsystems

(invited),”IEEE J. Selected Topics in Quantum Electron., Vol.16, No.5, pp.1164-

1179 (Sept./Oct. 2010).

[3] Etsushi Yamazaki, Shogo Yamanaka, Yoshiaki Kisaka, Tadao Nakagawa, Koichi

Murata, Eiji Yoshida, Toshikazu Sakano, Masahito Tomizawa, Yutaka Miyamoto,

Shinji Matsuoka, Junichiro Matsui, Atsufumi Shibayama, Jun-ichi Abe, Yuichi

Nakamura, Hidemi Noguchi, Kiyoshi Fukuchi, Hiroshi Onaka, Katsumi Fukumitsu,

Kousuke Komaki, Osamu Takeuchi, Yuichiro Sakamoto, Hisao Nakashima, Takashi

Mizuochi, Kazuo Kubo, Yoshikuni Miyata, Hiroshi Nishimoto, Susumu Hirano,

and Kiyoshi Onohara,“ Fast optical channel recovery in field demonstration of

100-Gbit/s Ethernet over OTN using real-time DSP,”Opt. Exp., Vol.19, No.14,

pp.13179-13184 (June 2011).

[4] 瀧保夫, 通信方式, 電子通信大学講座 19, コロナ社 (1963).
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第2章 ファイバ中の光パルスの伝搬
を記述する方程式

本章では、ファイバ中における時間的に局在した光パルスの伝搬を記述する方
程式を導出する [1,2]。

2.1 線形なファイバ中を伝搬する単一偏波の光パルス
弱導波近似が成り立つ単一モードファイバ中を伝搬する直線偏波 (Linearly Po-

larized : LP)モードの電界について考える。ファイバの軸方向 (長手方向)を z軸
とし、ファイバ中を伝搬する光パルスの電界E(r⊥, z, t)を次のように書くことに
する。

E(r⊥, z, t) = i Re[E(z, t) ϕ(r⊥) exp{i(ω0t− β0z)}] (2.1)

ここで、Re[∗]は [∗]内の実部を表す。r⊥は z軸に対して垂直なファイバ断面にお
ける座標、t[s]は時間をそれぞれ表す。iは偏波方向、すなわち、電界ベクトルの
向きを表し、z軸に対して垂直な単位ベクトルである。E(z, t)は電界の包絡線振
幅を表し、一般に複素関数である。また、その絶対値 |E(z, t)|は光パルスの形状
を表す。ϕ(r⊥)は基本モード (LP01モード)のモード関数である。i =

√
−1は虚数

単位、ω0[rad/s]は搬送波の角周波数であり、β0[rad/m]は ω0における基本モード
の伝搬定数である。
次に、光パルス E(z, t)の時間 tに関するフーリエ変換 Ê(z,∆ω)を求めてみよ
う。フーリエ変換の定義式

Ê(z,∆ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
E(z, t) exp(i∆ωt) dt (2.2)

より、時間的に局在した光パルスは有限な帯域幅を持つことが分かる。ファイバ
の入射端における光パルスの周波数スペクトルを Ê(z = 0,∆ω)とすると、この光
パルスが、伝搬定数が β(ω)で与えられる線形なファイバ中を距離L伝搬後の周波
数スペクトル Ê(z = L,∆ω)は、式 (2.1)より、

Ê(z = L,∆ω) = exp[i∆β(∆ω)L] Ê(z = 0,∆ω) (2.3)

と表される。ここで、∆β(∆ω) = β(ω)− β0 である。
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ところで、式 (2.2)の逆フーリエ変換は、

E(z, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
Ê(z,∆ω) exp(−i∆ωt) d(∆ω) (2.4)

である。よって、式 (2.3)を (2.4)に代入し、逆フーリエ変換を行うことによって、
ファイバの出射端 (z = L)における光パルスを次式で求めることができる。

E(z = L, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
Ê(z = 0,∆ω) exp{−i(∆ωt−∆βL)} d(∆ω) (2.5)

ところが、∆β が∆ωに関する任意の関数である場合には、式 (2.5)の積分を解析
的に行うことは難しい。そこで、角周波数 ωの関数である伝搬定数 β(ω)を搬送波
の角周波数 ω0 の周りでテイラー展開する。

β(ω) = β0 +
dβ

dω

∣∣∣∣∣
ω0

(ω − ω0) +
1

2

d2β

dω2

∣∣∣∣∣
ω0

(ω − ω0)
2 +

1

6

d3β

dω3

∣∣∣∣∣
ω0

(ω − ω0)
3 + · · ·(2.6)

より、

∆β(∆ω) = β(ω)− β0 = β
(1)
0 (∆ω) +

1

2
β
(2)
0 (∆ω)2 +

1

6
β
(3)
0 (∆ω)3 + · · · (2.7)

となる。ここで、

β
(m)
0 =

dmβ

dωm

∣∣∣∣∣
ω=ω0

, (m = 1, 2, · · ·) (2.8)

である。式 (2.6)のテイラー展開において、第何項までを用いて∆βを近似するか
は、入射端における光パルスのパルス幅に依存する。すなわち、パルス幅が狭く
なると、帯域幅が拡がるので、より高次の項まで考慮する必要がある。
ところで、ファイバの特性を表すパラメータとして、分散パラメータD[s/m2]お
よび分散スロープDλ[s/m

3]がよく用いられる。以下では、DおよびDλとβ
(2)
0 [s2/m]

および β
(3)
0 [s3/m] との関係を示す。まず、Dは β(1)の波長 λ による微分で定義さ

れ、次式で与えられる。

D ≡ dβ(1)

dλ

∣∣∣∣∣
ω=ω0

=
d

dλ

(
dβ

dω

)∣∣∣∣∣
ω=ω0

=
dω

dλ

d

dω

(
dβ

dω

)∣∣∣∣∣
ω=ω0

=
dω

dλ
β
(2)
0 (2.9)

角周波数 ωと波長 λとの関係は

ω =
2πc

λ
(2.10)

であるから、上式を λ について微分し、次式を得る。

dω

dλ
= −2πc

λ2
(2.11)
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式 (2.11)を (2.9)に代入し、

D = −2πc

λ2
β
(2)
0 (2.12)

を得る。一方、Dλ は D の λ による微分で定義され、

Dλ ≡ dD

dλ

∣∣∣∣∣
ω=ω0

= −2πc
d

dλ

(
β(2)

λ2

)∣∣∣∣∣
ω=ω0

= −2πc

−2
β
(2)
0

λ3
+

1

λ2
dβ(2)

dλ

∣∣∣∣∣
ω=ω0


=

4πc

λ3
β
(2)
0 − 2πc

λ2
dω

dλ

d

dω

(
d2β

dω2

)∣∣∣∣∣
ω=ω0

=
4πc

λ3
β
(2)
0 +

(
2πc

λ2

)2

β
(3)
0

= −2D

λ
+
(
2πc

λ2

)2

β
(3)
0 (2.13)

で与えられる。

2.2 ファイバ中での非線形光学効果
前節では、ファイバを分散性を示す線形な媒質とみなし、光パルス伝搬の様子
を調べた。一方、ファイバ中では、直径が数 µmオーダーの屈折率の高いコア部に
閉じ込められて光が伝搬するために、電界強度が局所的に強くなり、非線形分極
が無視できなくなる。また、伝搬損失が小さく、強い電界強度を保ったままの状
態で長距離にわたって光が伝搬するためにファイバの長手方向に非線形光学効果
が累積し、その効果が顕著に現れる。本節では、非線形光学効果がファイバ中を
伝搬する光パルスに与える影響について説明する。
媒質の分極ベクトル P を電界ベクトル E のべき級数で展開し、

P = ε0

(
χ(1) ·E + χ(2) : EE + χ(3)...EEE + · · ·

)
(2.14)

と表すことにする。ここで、ε0 は真空の誘電率、χ(1)は線形感受率テンソル (2階
のテンソル)、χ(j)(j ≥ 2) は j 次の非線形感受率テンソル (j + 1階のテンソル)で
ある。式 (2.14)より、電界強度が弱い場合には、分極は電界に比例し、線形な媒
質とみなすことができる。一方、電界強度が強くなると、非線形分極が無視でき
なくなり、非線形光学効果が現れる。
光ファイバの材料である石英ガラスは非晶質であり、反像対称性を欠く結晶で
はないため、χ(2) によって引き起こされる 2次の非線形光学効果をほとんど示さな
い。よって、光ファイバでは、χ(3) によって引き起こされる 3次の非線形光学効果
が最低次の非線形効果である。3次の非線形光学効果のうち、光カー効果 (Optical

Kerr Effect)によって、電界強度に比例して屈折率が変化する非線形屈折率変化
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∆nNL を考えると、3次の非線形光学効果によるファイバの伝搬定数 β の変化 ∆β

は∆nNL に比例し、

∆β = k0∆nNL (2.15)

と表される。ここで、k0 = 2π/λ は真空中の波数である。ところで、ファイバ中を
伝送される電力 P [W] は、式 (2.1）より

P (z, t) =
∫
S
iz · (E ×H) dS =

β0cε0
2k0

|E(z, t)|2
∫
S
|ϕ(r⊥)|2 dS (2.16)

となる。ここで、iz はファイバの長手方向の単位ベクトル、H は磁界であり、
∫
S
dS

はファイバ横断面にわたる面積分を表す。式 (2.16)より、

E ′(z, t) ≡
√
β0cε0
2k0

∫
S
|ϕ(r⊥)|2 dS E(z, t) (2.17)

を定義すると、|E ′(z, t)|2 の単位は [W] となる。このとき、式 (2.15)は

∆β = γ|E ′|2E ′ (2.18)

と表される。ここで、γ[1/(m ·W)] は光ファイバの非線形係数であり、非線形屈
折率 n2[m

2/W] および実効コア断面積 Aeff[m
2] を用いて、

γ = k0
n2

Aeff

(2.19)

と表される。また、Aeff はモード関数 ϕ(r⊥) を用いて

Aeff =

(∫
S
|ϕ(r⊥)|2 dS

)2

∫
S
|ϕ(r⊥)|4 dS

(2.20)

で定義される。

2.3 ファイバ中での光パルス伝搬を記述する方程式
本節では、分散性および非線形効果を考慮したファイバ中での光パルス伝搬を
記述する方程式を導出する。まず、分散性について考えることにする。電界の複
素包絡線振幅 E(z, t) のフーリエ変換を

Ẽ(∆β,∆ω) ≡ 1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
E(z, t) exp{i(∆ωt−∆βz)} dt dz (2.21)
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で定義すると、

1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∂mE(z, t)

∂tm
exp{i(∆ωt−∆βz)} dt dz = (−i∆ω)mẼ (2.22)

1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∂mE(z, t)

∂zm
exp{i(∆ωt−∆βz)} dt dz = (i∆β)mẼ (2.23)

となる。式 (2.7)に Ẽ(∆β,∆ω)を乗じると、

∆βẼ = β
(1)
0 (∆ω)Ẽ +

1

2
β
(2)
0 (∆ω)2Ẽ +

1

6
β
(3)
0 (∆ω)3Ẽ + · · · (2.24)

となる。式 (2.22)および (2.23)を考慮して (2.24)を逆フーリエ変換し、

−i∂E
∂z

= iβ
(1)
0

∂E

∂t
− β

(2)
0

2

∂2E

∂t2
− i

β
(3)
0

6

∂3E

∂t3
+ · · · (2.25)

を得る。以下では、4次以上の分散性を無視する。式 (2.25)は線形な方程式である
から、E(z, t)を式 (2.17)で定義されるE ′(z, t)で置き換えても、方程式は変わらな
い。次に、式 (2.18)で示した非線形効果による ∆β の変化を考慮し、(2.25)の右
辺に (2.18)を加えると、

−i∂E
′

∂z
= iβ

(1)
0

∂E ′

∂t
− β

(2)
0

2

∂2E ′

∂t2
− i

β
(3)
0

6

∂3E ′

∂t3
+ γ|E ′|2E ′ (2.26)

となる。さらに、時間 t を群速度 vg = 1/β
(1)
0 で動く時間 t′ = t− β

(1)
0 z で置き換

えると、

i
∂E ′

∂z
− β

(2)
0

2

∂2E ′

∂t′2
− i

β
(3)
0

6

∂3E ′

∂t′3
+ γ|E ′|2E ′ = 0 (2.27)

となる。式 (2.27)が 3次までの分散性および非線形屈折率変化を考慮したファイ
バ中での光パルス伝搬を記述する方程式である。式 (2.27)の適用範囲を考える上
で、単一モード、単一偏波、準単色光近似 (搬送波周波数を f0、光パルスの帯域幅
を (∆f)FWHM として、(∆f)FWHM ≪ f0)の下で (2.27)が導出されたことに注意しよ
う。また、式 (2.12)および (2.13)より、β(2)

0 および β
(3)
0 は分散パラメータ D およ

び分散スロープ Dλ を用いて、

β
(2)
0 = − λ2

2πc
D (2.28)

β
(3)
0 =

λ3

(2πc)2
(λDλ + 2D) (2.29)
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と表される。特に、β(2)
0 が零ではなく、パルス幅が数 ps以上の単一チャネルの光

パルスの伝搬を考える場合には、β(3)
0 ∼ 0 とみなすことができ、式 (2.27)は

i
∂E ′

∂z
− β

(2)
0

2

∂2E ′

∂t′2
+ γ|E ′|2E ′ = 0 (2.30)

と近似できる。式 (2.30)は非線形シュレディンガー方程式 (Nonlinear Schrödinger

Equation : NLSE)と呼ばれる。
一方、ファイバの損失を考慮し、式 (2.27)の右辺に損失を表す項を加えると、

i
∂E ′

∂z
− β

(2)
0

2

∂2E ′

∂t′2
− i

β
(3)
0

6

∂3E ′

∂t′3
+ γ|E ′|2E ′ = −iαE ′ (2.31)

となる。ここで、損失係数 α[1/m] は α̂[dB/m] を用いて、

α =
loge 10

20
α̂ (2.32)

と表される。

2.4 複屈折を有するファイバ中での光パルス伝搬を記述
する方程式

本節では、複屈折を有するファイバ中を伝搬する光パルスの振る舞いを記述す
る方程式を導出する [3-6]。
単一モードファイバ中には、偏波方向 (電界ベクトルの向き)が互いに直交した

2つの偏波モードが存在する。ファイバの長手方向に沿ってコアの横断面が真円で
あれば、2つの偏波モードは縮退し、同じ群速度で伝搬する。しかし、製造時の不
完全性や敷設環境下において加わる様々な擾乱によって、コアの横断面が真円か
らわずかでも歪むと、モードの縮退が解けて、群速度およびモード関数がわずか
に異なる 2つのモードが現れる。これをモード複屈折 (Modal Birefringence)とい
う。このことを考慮して、ファイバの軸方向を z 軸とし、ファイバ中を伝搬する
光パルスの電界 E(r⊥, z, t) を次のように書くことにする。

E(r⊥, z, t) = Re

 ∑
j=x,y

ijEj(z, t) ϕj(r⊥) exp{i(ω0t− βrz)}

 (2.33)

ここで、ij (j = x, y) は直交する 2つの偏波方向を表し、z軸に対して垂直な単位
ベクトルである。Ej(z, t) (j = x, y)は電界の包絡線振幅の j方向成分を表し、一
般に複素関数である。ϕj(r⊥) (j = x, y)は j 方向に偏波した基本モードのモード
関数である。また、ω0は搬送波の角周波数である。βr は定数であり、2つの偏波
モードの ω0 における伝搬定数の平均値とする。
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次に、2つの偏波モードの伝搬定数を βj(ω) (j = x, y) とする。角周波数 ω の関
数である伝搬定数 βj(ω) を搬送波の角周波数 ω0 の周りでテイラー展開する。

βj(ω) = βj(ω0) +
dβj
dω

∣∣∣∣∣
ω0

(ω − ω0) +
1

2

d2βj
dω2

∣∣∣∣∣
ω0

(ω − ω0)
2 + · · · (2.34)

このとき、∆βj(∆ω) (j = x, y) を次式で定義する。

∆βj(∆ω) = βj(ω)− βr

= ∆β
(0)
j0 + β

(1)
j0 (∆ω) +

1

2
β
(2)
j0 (∆ω)

2 + · · · (2.35)

ここで、

∆β
(0)
j0 = βj(ω0)− βr = β

(0)
j0 − βr (2.36)

β
(m)
j0 =

dmβj
dωm

∣∣∣∣∣
ω=ω0

, (j = x, y ; m = 0, 1, 2, · · ·) (2.37)

である。このとき、式 (2.33)における βr はその定義より

βr =
β
(0)
x0 + β

(0)
y0

2
(2.38)

となり、上式を式 (2.36)に代入することにより、

∆β
(0)
y0 = −∆β

(0)
x0 (2.39)

であることが分かる。
一方、3次の非線形光学効果によって誘起される非線形分極 P NL は

P NL ∝ 1

3
(E ·E)E (2.40)

と表される [5]。モード関数については、ϕ = ϕx = ϕy とみなすことができるとし、
ϕ を実関数として、式 (2.33)を (2.40)に代入すると、

P NL ∝ Re

ϕ3
∑
j=x,y

ij

({(
|Ej|2 +

2

3
|Ek|2

)
Ej +

1

3
E2

kE
∗
j

}
exp{i(ω0t− βrz)}

+
1

3
(E2

j + E2
k)Ej exp{i3(ω0t− βrz)}

)]
(2.41)

となる。ここで、(j, k) = (x, y) または (y, x) である。ω0 近傍の周波数成分のみを
考えているので、式 (2.41)右辺のうち、exp{i(ω0t− βrz)} に比例する項のみが今
考えている非線形光学効果に寄与する。なお、exp{i3(ω0t− βrz)} に比例する項は
第三高調波発生 (Third Harmonic Generation : THG)を表す。よって、3次の非線
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形光学効果によるファイバの伝搬定数 βj の変化 ∆βNL
j は、式 (2.17)で定義される

E ′
j(z, t) を用いて

∆βNL

j = γ
{(

|E ′
j|2 +

2

3
|E ′

k|2
)
E ′

j +
1

3
(E ′

k)
2(E ′

j)
∗
}

(2.42)

と表される。
まず、分散性について考えることにする。式 (2.21)に示した Ẽj(∆βj,∆ω) を

(2.35)に乗じると、

∆βjẼj = ∆β
(0)
j0 Ẽj + β

(1)
j0 (∆ω)Ẽj +

β
(2)
j0

2
(∆ω)2Ẽj + · · · (2.43)

となる。式 (2.22)および (2.23)を考慮して、(2.43)を逆フーリエ変換し、

−i∂Ej

∂z
= ∆β

(0)
j0 Ej + iβ

(1)
j0

∂Ej

∂t
−
β
(2)
j0

2

∂2Ej

∂t2
+ · · · (2.44)

を得る。以下では、3次以上の分散性を無視する。式 (2.44)は線形な方程式である
から、Ej(z, t)を (2.17)で定義されるE ′

j(z, t)で置き換えても、方程式は変わらな
い。次に、式 (2.40)に示した非線形効果による ∆βNL

j の変化を考慮し、(2.44)の
右辺に (2.42)を加えると、

−i
∂E ′

j

∂z
= ∆β

(0)
j0

∂E ′
j

∂t
+ iβ

(1)
j0

∂E ′
j

∂t
−
β
(2)
j0

2

∂2E ′
j

∂t2

+γ
{(

|E ′
j|2 +

2

3
|E ′

k|2
)
E ′

j +
1

3
(E ′

k)
2(E ′

j)
∗
}

(2.45)

となる。さらに、式 (2.45)の右辺第 1項による位相変化を考慮して、

E ′
j(z, t) = E ′′

j (z, t) exp(i∆β
(0)
j0 z) (2.46)

と置き換えると、式 (2.45)は

−i
∂E ′′

j

∂z
= iβ

(1)
j0

∂E ′′
j

∂t
−
β
(2)
j0

2

∂2E ′′
j

∂t2

+ γ
{(

|E ′′
j |2 +

2

3
|E ′′

k |2
)
E ′′

j +
1

3
(E ′′

k )
2(E ′′

j )
∗ exp(−i4∆β(0)

j0 z)
}
(2.47)

となる。上式を導くに当たり、式 (2.39)を用いた。また、時間 t を

t′ = t−
β
(1)
x0 + β

(1)
y0

2
z (2.48)

で置き換えると、式 (2.47)は

−i
∂E ′′

j

∂z
= ±i∆β(1)

0

∂E ′′
j

∂t
−
β
(2)
j0

2

∂2E ′′
j

∂t2

+ γ
{(

|E ′′
j |2 +

2

3
|E ′′

k |2
)
E ′′

j +
1

3
(E ′′

k )
2(E ′′

j )
∗ exp(−i4∆β(0)

j0 z)
}
(2.49)
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となる。ここで、

∆β
(1)
0 =

β
(1)
x0 − β

(1)
y0

2
(2.50)

であり、式 (2.49)の右辺第一項の複号は、j = x の時、正の符号、j = y の時、負
の符号となる。さらに、式 (2.49)右辺の非線形項のうち、exp(−i4∆β(0)

j0 z) を含む
項は、z に対して周期 π/(2|∆β(0)

j0 |) で振動し、その振動速度は他の項と比べて非
常に速い。そのため、π/(2|∆β(0)

j0 |) よりもゆっくりした周期で平均化することに
よって、この項は 0となる。よって、式 (2.49)は

i

(
∂E ′′

j

∂z
±∆β

(1)
0

∂E ′′
j

∂t

)
− β

(2)
0

2

∂2E ′′
j

∂t2
+ γ

(
|E ′′

j |2 +
2

3
|E ′′

k |2
)
E ′′

j = 0 (2.51)

と近似できる。また、上式において β
(2)
x0 = β

(2)
y0 = β

(2)
0 とした。式 (2.51)が 2次ま

での分散性および非線形屈折率変化を考慮した複屈折性を有するファイバ中での
光パルス伝搬を記述する方程式である。
複屈折の仕組みを細かく見ると、ファイバ中をある距離 (分散距離に比べて十分
に短い距離)進んだところで、複屈折の固有軸の方向が回転し、さらに複素電界包
絡線振幅 E ′′

x と E ′′
y が感じる屈折率が違うので、伝搬する間に E ′′

x の位相と E ′′
y の

位相との間に差が生じる。簡単のために、以下では一定の距離 zh 毎に直交軸の回
転が起こるとし、また、軸の回転の大きさ、および E ′′

x と E ′′
y の間の位相差は不

規則に変化し、距離 zh 毎のこれらの値の間に相関はないものとする。複屈折の大
きさ (∆β

(1)
0 で評価)は常に一定とする。直交軸の回転角を θ、E ′′

x と E ′′
y の間の位

相差を ϕ とおくと、軸の回転と位相差は次式に示す 1次変換で書き表すことがで
きる [4]。 [

E ′′
x′

E ′′
y′

]
=

[
cos(θ) sin(θ) eiϕ

− sin(θ) e−iϕ cos(θ)

] [
E ′′

x

E ′′
y

]
(2.52)

式 (2.52)はポアンカレ球面上での任意の角度 θ′ = 2θ と ϕの回転を表す。式 (2.52)

の逆変換 [
E ′′

x

E ′′
y

]
=

[
cos(θ) − sin(θ) eiϕ

sin(θ) e−iϕ cos(θ)

] [
E ′′

x′

E ′′
y′

]
(2.53)

を (2.51)に代入し、次式を得る。

i
∂E ′′

x′

∂z
+ i∆β

(1)
0

{
cos(2θ)

∂E ′′
x′

∂t
− sin(2θ) eiϕ

∂E ′′
y′

∂t

}
− β

(2)
0

2

∂2E ′′
x′

∂t2

+
5

6
γ(|E ′′

x′|2 + |E ′′
y′|2)E ′′

x′

+
γ

6
[cos(2θ) {cos(2θ) (|E ′′

x′|2 − |E ′′
y′ |2)E ′′

x′
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− sin(2θ) (e−iϕ(E ′′
x′)2(E ′′

y′)
∗ + eiϕ|E ′′

x′|2E ′′
y′)}

− sin(2θ) {cos(2θ) eiϕ(|E ′′
x′|2 − |E ′′

y′|2)E ′′
y′

− sin(2θ) (ei2ϕ(E ′′
y′)

2(E ′′
x′)∗ + |E ′′

y′|2E ′′
x′)}] = 0 (2.54)

i
∂E ′′

y′

∂z
− i∆β

(1)
0

{
sin(2θ) e−iϕ∂E

′′
x′

∂t
+ cos(2θ)

∂E ′′
y′

∂t

}
− β

(2)
0

2

∂2E ′′
y′

∂t2

+
5

6
γ(|E ′′

x′|2 + |E ′′
y′|2)E ′′

y′

− γ

6
[sin(2θ) {cos(2θ) e−iϕ(|E ′′

x′|2 − |E ′′
y′|2)E ′′

x′

− sin(2θ) (e−i2ϕ(E ′′
x′)2(E ′′

y′)
∗ + |E ′′

x′|2E ′′
y′)}

+cos(2θ) {cos(2θ) (|E ′′
x′|2 − |E ′′

y′|2)E ′′
y′

− sin(2θ) (eiϕ(E ′′
y′)

2(E ′′
x′)∗ + e−iϕ|E ′′

y′ |2E ′′
x′)}] = 0 (2.55)

ここで、

σ̂ =

[
cos(2θ) − sin(2θ) eiϕ

− sin(2θ) e−iϕ − cos(2θ)

]
(2.56)

を定義すると、式 (2.54)、(2.55)は

i
∂

∂z

[
E ′′

x′

E ′′
y′

]
+ i∆β

(1)
0 σ̂

∂

∂t

[
E ′′

x′

E ′′
y′

]
− β

(2)
0

2

∂2

∂t2

[
E ′′

x′

E ′′
y′

]

+
5

6
γ(|E ′′

x′|2 + |E ′′
y′ |2)

[
E ′′

x′

E ′′
y′

]

+
γ

6

(
[(E ′′

x′)∗, (E ′′
y′)

∗]σ̂

[
E ′′

x′

E ′′
y′

])
σ̂

[
E ′′

x′

E ′′
y′

]
= 0 (2.57)

と書くことができる。偏波状態がポアンカレ球面上を均一に巡るとして、式 (2.54)、
(2.55)を平均化する。すなわち、式 (2.54)、(2.55)に

1

4π

∫ 2π

0

∫ π

0
[(2.54) or (2.55)] sin(θ′) dθ′ dϕ = 0 (2.58)

の積分演算を施すと、(2.54)、(2.55)は

i
∂E ′′

x′

∂z
+ i∆β

(1)
0

{
1

2

∫ π

0
cos(θ′) sin(θ′) dθ′

∂E ′′
x′

∂t
− 1

4π

∫ π

0
sin2(θ′) dθ′

∫ 2π

0
eiϕdϕ

∂E ′′
y′

∂t

}

− β
(2)
0

2

∂2E ′′
x′

∂t2
+

5

6
γ(|E ′′

x′|2 + |E ′′
y′|2)E ′′

x′

+
γ

6

[
1

2

∫ π

0
sin(θ′) cos2(θ′) dθ′ (|E ′′

x′|2 − |E ′′
y′|2)E ′′

x′

− 1

4π

∫ π

0
sin2(θ′) cos(θ′) dθ′

(∫ 2π

0
e−iϕ dϕ (E ′′

x′)2(E ′′
y′)

∗ +
∫ 2π

0
eiϕ dϕ |E ′′

x′ |2E ′′
y′

)
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− 1

4π

∫ π

0
sin2(θ′) cos(θ′) dθ′

∫ 2π

0
eiϕ dϕ (|E ′′

x′|2 − |E ′′
y′ |2)E ′′

y′

+
1

2

∫ π

0
sin3(θ′) dθ′

(
1

2π

∫ 2π

0
ei2ϕ dϕ (E ′′

y′)
2(E ′′

x′)∗ + |E ′′
y′|2E ′′

x′

)]
= 0 (2.59)

i
∂E ′′

y′

∂z
− i∆β

(1)
0

{
1

4π

∫ π

0
sin2(θ′) dθ′

∫ 2π

0
e−iϕ dϕ

∂E ′′
x′

∂t
+

1

2

∫ π

0
sin(θ′) cos(θ′) dθ′

∂E ′′
y′

∂t

}

− β
(2)
0

2

∂2E ′′
y′

∂t2
+

5

6
γ(|E ′′

x′|2 + |E ′′
y′|2)E ′′

y′

− γ

6

[
1

4π

∫ π

0
sin2(θ′) cos(′θ) dθ′

∫ 2π

0
e−iϕ dϕ (|E ′′

x′ |2 − |E ′′
y′|2)E ′′

x′

−1

2

∫ π

0
sin3(θ′) dθ′

(
1

2π

∫ 2π

0
e−i2ϕ dϕ (E ′′

x′)2(E ′′
y′)

∗ + |E ′′
x′|2E ′′

y′

)
+
1

2

∫ π

0
sin(θ′) cos2(θ′) dθ′ (|E ′′

x′|2 − |E ′′
y′|2)E ′′

y′

− 1

4π

∫ π

0
sin2(θ′) cos(θ′) dθ′

(∫ 2π

0
eiϕ dϕ (E ′′

y′)
2(E ′′

x′)∗

+
∫ 2π

0
e−iϕ dϕ |E ′′

y′|2E ′′
x′

)]
= 0 (2.60)

となる。ところで、∫ π

0
sin(θ′) cos(θ) dθ′ =

1

2

∫ π

0
sin(2θ′) dθ′ = 0 (2.61)∫ π

0
sin2(θ′) dθ′ =

1

2

∫ π

0
{1− cos(2θ′)} dθ′ = π

2
(2.62)∫ π

0
sin(θ′) cos2(θ) dθ′ =

1

4

∫ π

0
{sin(θ′) + sin(3θ′)} dθ′ = 2

3
(2.63)∫ π

0
sin2(θ′) cos(θ) dθ′ =

1

4

∫ π

0
{cos(θ′)− cos(3θ′)} dθ′ = 0 (2.64)∫ π

0
sin3(θ′) dθ′ =

1

4

∫ π

0
{3 sin(θ′)− sin(3θ′)} dθ′ = 4

3
(2.65)

であり、また、正の整数 m について∫ 2π

0
e±imϕ dϕ = 0 (2.66)

である。よって、式 (2.59)、(2.60)は

i
∂

∂z

[
E ′′

x′

E ′′
y′

]
− β

(2)
0

2

∂2

∂t2

[
E ′′

x′

E ′′
y′

]
+

8

9
γ(|E ′′

x′|2 + |E ′′
y′|2)

[
E ′′

x′

E ′′
y′

]
= 0 (2.67)

となる。式 (2.67)はマナコフ方程式 (Manakov Equation)[7]と呼ばれる。ファイバ
の損失を考慮して、式 (2.67)の右辺に損失を表す項を加えると、

i
∂

∂z

[
E ′′

x′

E ′′
y′

]
− β

(2)
0

2

∂2

∂t2

[
E ′′

x′

E ′′
y′

]
+

8

9
γ(|E ′′

x′|2 + |E ′′
y′|2)

[
E ′′

x′

E ′′
y′

]
= −iα

[
E ′′

x′

E ′′
y′

]
(2.68)
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となる。ここで、α は式 (2.32)に示す損失係数である。式 (2.67)が 2次までの分
散性および非線形屈折率変化を考慮した複屈折性を有するファイバ中での光パル
ス伝搬を記述する方程式である。
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第3章 無分散補償光伝送路における
非線形干渉光のガウス雑音モ
デル

ディジタルコヒーレント送受信機による分散補償を用いた無分散補償光伝送路に
おいて、伝送特性に非線形光学効果が及ぼす影響を評価する方法として、Poggiolini
らによって提案された非線形干渉光のガウス雑音モデル [1-5]について解説する。

3.1 ディジタル変復調方式の誤り率
ディジタル変復調理論では、ビット誤り率 (Bit Error Rate : BER)は (電気的)信
号対雑音比 (Electrical Signal-to-Noise Ratio : SNR)の関数として与えられる [6]。

BER = f(SNR) (3.1)

関数 f の具体的な形は変復調方式を指定することによって求めることができる。
また、SNRは平均信号電力 Pch と自然放出光 (Amplified Spontaneous Emission :

ASE) 雑音電力 PASE の比として、次式で定義される。

SNR =
Pch

PASE

(3.2)

ここで、平均信号電力 Pch は

Pch =
PRx

Rs

∫ ∞

−∞
|HRx(∆ω)|2 d(∆ω) (3.3)

で与えられる。ここで、PRx はチャネル当たりの受信光電力であり、Rs は伝送信
号のシンボルレートである。HRx(∆ω) はコヒーレント受信器のベースバンド伝達
関数である。
一方、ASE雑音電力 PASE は

PASE =
∫ ∞

−∞
GASE|HRx(∆ω)|2 d(∆ω) (3.4)
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で与えられる。ここで、GASE は受信機に到達する両偏波 ASE雑音のうち、片偏
波の電力スペクトル密度 (Power Spectral Density : PSD)である。
さらに、SNRと光信号対雑音比 (Optical Signal-to-Noise Ratio : OSNR)との間
には

OSNR =
Rs

Bn

SNR (3.5)

の関係が成り立つ。ここで、Bn はOSNR帯域幅である。
変復調方式を指定して、式 (3.1)の関数 f を具体的に求めてみよう。式 (3.3)に
示す平均信号電力 Pch は

Pch =
∑

全ての信号点
(各信号点の生起確率)× (各信号点の電力) (3.6)

と表される。また、シンボル誤り率 (Symbol Error Rate : SER)は

SER =
∑

全ての信号点
(各信号点の生起確率)× (各信号点の誤り率) (3.7)

と表される。以下では、コンステレーション図上で、最も近接した信号点間で生じ
る誤りが支配的であるとする。また、グレイ符号化された信号点配置を考え、最
も近接した信号点間で生じるシンボル誤りによって、1シンボルで表されるビット
のうち、1ビットのみが誤りを生じるとする。このとき、BERは

BER =
SER

シンボル当たりのビット数
(3.8)

と表される。さらに、最小信号点間距離を 2a とし、全ての信号点の生起確率を等
しいとする。コンステレーション図 (u− v平面)における ASE雑音の I成分、Q

成分を、それぞれの平均電力が σ2 の独立なガウス雑音とする。このとき、ASE雑
音電力は PASE = 2σ2 となる。また、u− v平面上の信号点 (u0, v0) に、ASE雑音
が重畳した場合の、信号点と雑音の和に対する確率密度関数 p(u, v;u0, v0) は

p(u, v;u0, v0) = p(u;u0)× p(v; v0)

=
1√
2πσ

exp

{
−(u− u0)

2

2σ2

}
× 1√

2πσ
exp

{
−(v − v0)

2

2σ2

}
(3.9)

と表される。
まず、図 3.1に信号点配置を示すBPSK方式について考える。式 (3.6)より、平
均信号電力 Pch は

Pch =
(
1

2
× a2

)
× 2 = a2 (3.10)
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u

v

a-a O

[1][0]

図 3.1: BPSK方式の信号点配置

となる。よって、式 (3.2)の SNRは

SNR =
a2

2σ2
(3.11)

と表される。BPSK方式では、BER = SER である。また、2つの信号点の対称性
から、[0] → [1]、[1] → [0]と誤る確率は等しい。よって、BERは (u0, v0) = (−a, 0)
に配置された信号点 [0] を [1] と誤る確率に等しく、式 (3.7)より

BER =
{
1

2

∫ ∞

u=0

∫ ∞

−∞
p(u, v;−a, 0) dudv

}
× 2

=
∫ ∞

0

1√
2πσ

exp

{
−(u+ a)2

2σ2

}
du×

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

exp

(
− v2

2σ2

)
dv

=
1√
π

∫ ∞

a/(
√
2σ)

exp(−U2) dU =
1

2
erfc

(
a√
2σ

)
=

1

2
erfc(

√
SNR)(3.12)

となる。ここで、

erfc (x) =
2√
π

∫ ∞

x
exp(−y2) dy (3.13)

は誤差補関数である。
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u

v

aO-a

[00]

-a

a

[01] [11]

[10]

図 3.2: π/4シフトQPSK方式の信号点配置

次に、図3.2に信号点配置を示すπ/4-シフトQPSK方式について考える。式 (3.6)

より平均信号電力 Pch は

Pch =
{
1

4
× (

√
2a)2

}
× 4 = 2a2 (3.14)

となる。よって、式 (3.2)の SNRは

SNR =
2a2

2σ2
=
a2

σ2
(3.15)

と表される。また、4つの信号点の対称性から、各信号点が誤る確率は全て等し
い。よって、SERは (u0, v0) = (−a,−a) に配置された信号点 [01] を、最も近接し
た信号点である [11] または [00] のいずれかに誤る確率に等しく、式 (3.7)より

SER ≃
[
1

4

{∫ ∞

u=0

∫ ∞

−∞
p(u, v;−a,−a)dudv +

∫ ∞

−∞

∫ ∞

v=0
p(u, v;−a,−a)dudv

}]
× 4

=
∫ ∞

0

1√
2πσ

exp

{
−(u+ a)2

2σ2

}
du×

∫ ∞

−∞

1√
2πσ

exp

{
−(v + a)2

2σ2

}
dv

+
∫ ∞

−∞

1√
2πσ

exp

{
−(u+ a)2

2σ2

}
du×

∫ ∞

0

1√
2πσ

exp

{
−(v + a)2

2σ2

}
dv
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=
2√
π

∫ ∞

a/(
√
2σ)

exp(−U2) dU = erfc

(
a√
2σ

)
= erfc

√SNR

2

 (3.16)

となる。式 (3.8)より

BER =
1

2
SER =

1

2
erfc

√SNR

2

 (3.17)

となる。

u

v

O a 3a-a-3a

a

-a

-3a

3a [1010]

[1011]

[1111]

[1110]

[1000]

[1001]

[1101]

[1100]

[0000]

[0001]

[0101]

[0100]

[0010]

[0011]

[0111]

[0110]

2a

-2a

-2a 2a

図 3.3: 16QAM方式の信号点配置

さらに、図 3.3に信号点配置を示す 16QAM方式について考える。式 (3.6)より、
平均信号電力 Pch は

Pch =
{
1

16
× (

√
2a)2

}
× 4 +

{
1

16
× (

√
10a)2

}
× 8 +

{
1

16
× (

√
18a)2

}
× 4

= 10a2 (3.18)

となる。よって、式 (3.2)の SNRは

SNR =
10a2

2σ2
=

5a2

σ2
(3.19)
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と表される。また、信号点の対称性から、信号点が誤る確率は以下に示す 3つの
グループに分けることができる。

(i) (u0, v0) = (−a,−a) に配置された信号点 [0101] を、最も近接した信号点である
[1101] または、[0111]、[0001]、[0100] のいずれかに誤る場合

[0101]に加えて、図3.3の上下左右の四方に最近接信号点を有する [1001]、[0001]、
[1101] の 4つの信号点の誤り率は等しく、

Pe1 ≃
∫ ∞

u=0

∫ ∞

−∞
p(u, v;−a,−a)dudv +

∫ u=−2a

−∞

∫ ∞

−∞
p(u, v;−a,−a)dudv

+
∫ ∞

−∞

∫ ∞

v=0
p(u, v;−a,−a)dudv +

∫ ∞

−∞

∫ v=−2a

−∞
p(u, v;−a,−a)dudv

=
∫ ∞

0

1√
2πσ

exp

{
−(u+ a)2

2σ2

}
du+

∫ −2a

−∞

1√
2πσ

exp

{
−(u+ a)2

2σ2

}
du

+
∫ ∞

0

1√
2πσ

exp

{
−(v + a)2

2σ2

}
dv +

∫ −2a

−∞

1√
2πσ

exp

{
−(v + a)2

2σ2

}
dv

=
4√
π

∫ ∞

a/(
√
2σ)

exp(−U2) dU = 2 erfc

(
a√
2σ

)
(3.20)

となる。

(ii) (u0, v0) = (−a,−3a) に配置された信号点 [0100] を、最も近接した信号点であ
る [1100] または、[0110]、[0101] のいずれかに誤る場合

[0100] に加えて、三方に最近接信号点を有する [1011]、[1000]、[0000]、[0011]、
[0111]、[1100]、[1111] の 8つの信号点の誤り率は等しく、

Pe2 ≃
∫ ∞

u=0

∫ ∞

−∞
p(u, v;−a,−3a)dudv +

∫ u=−2a

−∞

∫ ∞

−∞
p(u, v;−a,−3a)dudv

+
∫ ∞

−∞

∫ ∞

v=−2a
p(u, v;−a,−3a)dudv

=
∫ ∞

0

1√
2πσ

exp

{
−(u+ a)2

2σ2

}
du+

∫ −2a

−∞

1√
2πσ

exp

{
−(u+ a)2

2σ2

}
du

+
∫ ∞

−2a

1√
2πσ

exp

{
−(v + 3a)2

2σ2

}
dv

=
3√
π

∫ ∞

a/(
√
2σ)

exp(−U2) dU =
3

2
erfc

(
a√
2σ

)
(3.21)

となる。

(iii) (u0, v0) = (−3a,−3a) に配置された信号点 [0110] を、最も近接した信号点で
ある [0100] または、[0111] のいずれかに誤る場合

[0110]に加えて、信号点配置の角に位置し、2つの最近接信号点を有する [1010]、
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[0010]、[1110] の 4つの信号点の誤り率は等しく、

Pe3 ≃
∫ ∞

u=−2a

∫ ∞

−∞
p(u, v;−3a,−3a)dudv +

∫ ∞

−∞

∫ ∞

v=−2a
p(u, v;−3a,−3a)dudv

=
∫ ∞

−2a

1√
2πσ

exp

{
−(u+ 3a)2

2σ2

}
du+

∫ ∞

−2a

1√
2πσ

exp

{
−(v + 3a)2

2σ2

}
dv

=
2√
π

∫ ∞

a/(
√
2σ)

exp(−U2) dU = erfc

(
a√
2σ

)
(3.22)

となる。

式 (3.20)-(3.22)を (3.7)に代入すると、

SER =
(
1

16
× Pe1

)
× 4 +

(
1

16
× Pe2

)
× 8 +

(
1

16
× Pe3

)
× 4

=
1

4
× 2 erfc

(
a√
2σ

)
+

1

2
× 3

2
erfc

(
a√
2σ

)
+

1

4
× erfc

(
a√
2σ

)

=
3

2
erfc

(
a√
2σ

)
(3.23)

となる。よって、式 (3.8)、(3.19)、(3.23)より

BER =
1

4
SER =

3

8
erfc

(
a√
2σ

)
=

3

8
erfc

√SNR

10

 (3.24)

となる。
最後に、4m-QAM方式 (m = 1, 2, · · ·)について考える。M = 2m−1 とおくと、式

(3.6)より、平均信号電力 Pch は

Ps =
1

4m−1

M∑
k=1

M∑
ℓ=1

[
{(2k − 1)a}2 + {(2ℓ− 1)a}2

]

=
2a2

22m−2

M∑
k=1

M∑
ℓ=1

(
2ℓ2 − 2ℓ+ 2k2 − 2k + 1

)

= 23−2ma2
M∑
k=1

{
2
M(M + 1)(2M + 1)

6
− 2

M(M + 1)

2
+ (2k2 − 2k + 1)M

}

= 23−2mMa2
M∑
k=1

(
2k2 − 2k +

2M2 + 1

3

)

= 23−2mMa2
{
2
M(M + 1)(2M + 1)

6
− 2

M(M + 1)

2
+

2M2 + 1

3
M

}

=
23−2mM2(4M2 − 1)

3
a2

=
2(22m − 1)

3
a2 (3.25)
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と表される。よって、式 (3.2)の SNRは

SNR =

2(22m − 1)

3
a2

2σ2
=

(22m − 1)a2

3σ2
(3.26)

と表される。また、信号点の対称性から、16QAM方式の場合と同様に、信号点が
誤る確率を 3つのグループに分けることができる。このうち、誤り率が式 (3.20)の
Pe1 で与えられる信号点のグループには (2m − 2)2 個の信号点が属し、式 (3.21)の
Pe2 で与えられるグループには 4(2m − 2) 個の信号点が属する。また、式 (3.22)の
Pe3 で与えられるグループには 4 個の信号点が属する。式 (3.20)-(3.22)を (3.7)に
代入すると、

SER =
(

1

4m
× Pe1

)
× (2m − 2)2 +

(
1

4m
× Pe2

)
× 4(2m − 2)

+
(

1

4m
× Pe3

)
× 4

=
22m − 2m+2 + 22

22m
× 2 erfc

(
a√
2σ

)
+

2m+2 − 23

22m
× 3

2
erfc

(
a√
2σ

)

+
22

22m
× erfc

(
a√
2σ

)

= 2
2m − 1

2m
erfc

(
a√
2σ

)
(3.27)

となる。よって、式 (3.8)、(3.26)、(3.27)より

BER =
1

2m
SER =

2m − 1

m · 2m
erfc

(
a√
2σ

)
=

2m − 1

m · 2m
erfc

(√
3 SNR

2(22m − 1)

)
(3.28)

となる。式 (3.28)は、m = 1 の場合には、(3.17)に示す π/4-シフトQPSK方式の
BER、m = 2 の場合には、(3.24)に示す 16QAM方式のBERと一致する。
ところで、非線形干渉 (Nonlinear Interference : NLI)雑音をASE雑音とは独立
なガウス雑音と見なせるとすると、NLI雑音電力 PNLI を用いて、NLI雑音を考慮
した SNRは次式で与えられる。

SNRNL =
Pch

PASE + PNLI

(3.29)

ここで、

PNLI =
∫ ∞

−∞
GNLI(∆ω)|HRx(∆ω)|2 d(∆ω) (3.30)

であり、GNLI(∆ω) はNLI雑音の PSDである。このとき、SNRNL と OSNRNL と
の間には、式 (3.5)と同様に

OSNRNL =
Rs

Bn

SNRNL (3.31)

の関係が成り立つ。
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3.2 伝送光信号のガウス雑音近似

3.2.1 周期的複素白色ガウス雑音過程

伝送光信号のモデルとして、周期 T0 の周期的複素白色ガウス雑音 (Periodic

White Gaussian Noise : PWGN)過程をカルネン・レーベ展開し、

EPWGN(t) =
1√
T0

∞∑
n=−∞

ξn exp(−inΩ0t) (3.32)

と表すことにする。ここで、Ω0 = 2π/T0 であり、ξn は平均 0、分散 σ2
a = 1 のラ

ンダム変数である。式 (3.32)をフーリエ変換し、

ÊPWGN(∆ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
EPWGN(t) exp(i∆ωt) dt

=

√
Ω0

2π

∞∑
n=−∞

ξn

∫ ∞

−∞
exp{i(∆ω − nΩ0)t} dt (3.33)

を得る。ところで、ディラックのデルタ関数は、

δ(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
exp(iωt) dt (3.34)

と表されることを用いると、式 (3.33)は

ÊPWGN(∆ω) =
√
Ω0

∞∑
n=−∞

ξn δ(∆ω − nΩ0) (3.35)

となる。よって、PWGNの PSDは

ĜPWGN(∆ω) = ⟨|ÊPWGN(∆ω)|2⟩

=

⟨√
Ω0

∞∑
m=−∞

ξm δ(∆ω −mΩ0)
√
Ω0

∞∑
n=−∞

ξn δ(∆ω − nΩ0)

⟩

= Ω0

∞∑
m=−∞

∞∑
n=−∞

⟨ξmξn⟩δ(∆ω −mΩ0) δ(∆ω − nΩ0)

= Ω0

∞∑
m=−∞

∞∑
n=−∞

σ2
a δnmδ(∆ω −mΩ0) δ(∆ω − nΩ0)

= Ω0

∞∑
n=−∞

δ(∆ω − nΩ0) (3.36)

となる。ここで、⟨·⟩ は平均を表し、δnm はクロネッカーのデルタである。
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3.2.2 伝送光信号のガウス雑音近似

伝送光信号 Ea(t) をガウス雑音近似でモデル化する方法を示す。Ea(t) を周期
T0 の周期関数とし、

Ea(t) = q(t) for 0 ≤ t < T0 (3.37)

とする。また、0 ≤ t < T0 内では、時間波形が s(t) で表されるパルスがシンボル
周期 Ts 毎に　M 個配置され、その振幅と位相が情報信号によって変調されてい
るものとする。このとき、am を振幅/位相変調を表す複素数として、q(t) は

q(t) =
M−1∑
m=0

am s(t−mTs) (3.38)

と表される。ここで、T0 =MTs である。
次に、Ea(t) の周波数領域における表示 Êa(∆ω) を求めよう。Ea(t) は周期 T0
の周期関数であるから、フーリエ級数展開を用いて

Ea(t) =
∞∑

n=−∞
qn exp(−inΩ0t) (3.39)

と表される。ここで、

qn =
1

T0

∫ T0

0
q(t) exp(inΩ0t) dt (3.40)

である。式 (3.39)をフーリエ変換し、(3.34)を用いると、

Êa(∆ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
Ea(t) exp(i∆ωt) dt

=
1√
2π

∞∑
n=−∞

qn

∫ ∞

−∞
exp{i(∆ω − nΩ0)t} dt

=
√
2π

∞∑
n=−∞

qn δ(∆ω − nΩ0) (3.41)

となる。
さらに、式 (3.40)に (3.38)を代入し、

qn =
1

T0

M−1∑
m=0

am

∫ T0

0
s(t−mTs) exp(inΩ0t) dt

=
1

T0

M−1∑
m=0

am exp(inΩ0mTs)
∫ T0−mTs

−mTs

s(τ) exp(inΩ0τ) dτ (3.42)

を得る。ここで、

ŝ(nΩ0) =
1√
2π

∫ T0−mTs

−mTs

s(τ) exp(inΩ0τ) dτ

≃ 1√
2π

∫ ∞

−∞
s(τ) exp(inΩ0τ) dτ (3.43)
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とおき、Ω0 = 2π/T0 および Ts = T0/M を用いると、式 (3.42)は

qn =

√
2π

T0
ŝ(nΩ0)

M−1∑
m=0

am exp
(
i2πn

m

M

)
(3.44)

と表される。式 (3.44)を (3.41)に代入すると、

Êa(∆ω) = Ω0

∞∑
n=−∞

ŝ(nΩ0) δ(∆ω − nΩ0)
M−1∑
m=0

am exp
(
i2πn

m

M

)
(3.45)

となる。ところで、ディラックのデルタ関数の性質を考慮すると、上式において
ŝ(nΩ0) δ(∆ω − nΩ0) を ŝ(∆ω) δ(∆ω − nΩ0) と書き換えることができる。よって、

Êa(∆ω) = Ω0ŝ(∆ω)
∞∑

n=−∞
δ(∆ω − nΩ0)

M−1∑
m=0

am exp
(
i2πn

m

M

)
(3.46)

となる。さらに、

ŝ(∆ω) = |ŝ(∆ω)| exp{iφs(∆ω)} (3.47)

とおいて、式 (3.46)を次式のように書き換える。

Êa(∆ω) =
√
Ω0 |ŝ(∆ω)|2

∞∑
n=−∞

ζn δ(∆ω − nΩ0) (3.48)

ここで、ζnは次式で定義されるランダム変数である。

ζn =
√
Ω0

M−1∑
m=0

am exp
[
i
{
2πn

m

M
+ φs(nΩ0)

}]
(3.49)

このとき、ζnζ∗ℓ の平均を求めると、

⟨ζnζ∗ℓ ⟩ = Ω0

⟨
M−1∑
m1=0

am1 exp
[
i
{
2πn

m1

M
+ φs(nΩ0)

}] M−1∑
m2=0

a∗m2
exp

[
−i
{
2πℓ

m2

M
+ φs(ℓΩ0)

}]⟩

= Ω0 exp[i{φs(nΩ0)− φs(ℓΩ0)}]
M−1∑
m1=0

M−1∑
m2=0

⟨am1a
∗
m2

⟩ exp
(
i2π

nm1 − ℓm2

M

)

= Ω0 σ
2
a exp[i{φs(nΩ0)− φs(ℓΩ0)}]

M−1∑
m1=0

M−1∑
m2=0

δm1m2 exp

(
i2π

nm1 − ℓm2

M

)

= Ω0 σ
2
a exp[i{φs(nΩ0)− φs(ℓΩ0)}]

M−1∑
m=0

exp
{
i2π(n− ℓ)

m

M

}
(3.50)

となる。ここで、σ2
a は ガウス変数 ζn の分散である。また、

M−1∑
m=0

exp
{
i2π(n− ℓ)

m

M

}
=

{
0 if n ̸= ℓ and (n− ℓ) ̸= kM

M if (n− ℓ) = pM
(3.51)

である。
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3.2.3 伝送光信号のモデル

3.2.1および 3.2.2項での議論に基づいて、ガウス雑音近似を行った伝送光信号
を、式 (3.35)を用いて次式で表すことにする。

ÊGN(∆ω) =
√
GTx(∆ω)ÊPWGN(∆ω)

=
√
GTx(∆ω)

√
Ω0

∞∑
n=−∞

ξn δ(∆ω − nΩ0)

=
√
Ω0

∞∑
n=−∞

ξn
√
GTx(nΩ0) δ(∆ω − nΩ0)

=
∞∑

n=−∞
Ên(0) δ(∆ω − nΩ0) (3.52)

ここで、

Ên(0) = ξn
√
Ω0 GTx(nΩ0) (3.53)

であり、GTx(∆ω) は送信機における各チャネルの変調されたスペクトルの包絡線
を表す。よって、送信信号の PSDは

ĜGN(∆ω) = ⟨|ÊGN(∆ω)|2⟩

=

⟨
Ω0 GTx(∆ω)

∞∑
m=−∞

ξm δ(∆ω −mΩ0)
∞∑

n=−∞
ξ∗n δ(∆ω − nΩ0)

⟩

= Ω0 GTx(∆ω)
∞∑

m=−∞

∞∑
n=−∞

⟨ξm ξ∗n⟩ δ(∆ω −mΩ0) δ(∆ω − nΩ0)

= Ω0 GTx(∆ω)
∞∑

m=−∞

∞∑
n=−∞

δmn σ
2
a δ(∆ω −mΩ0) δ(∆ω − nΩ0)

= Ω0 GTx(∆ω)
∞∑

n=−∞
δ(∆ω − nΩ0) (3.54)

となる。次に、式 (3.52)を逆フーリエ変換し、

EGN(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
ÊGN(∆ω) exp(−i∆ωt) d(∆ω)

=
∞∑

n=−∞

Ên(0)√
2π

∫ ∞

−∞
δ(∆ω − nΩ0) exp(−i∆ωt) d(∆ω)

=
∞∑

n=−∞

Ên(0)√
2π

exp(−inΩ0t) (3.55)

を得る。式 (3.55)を伝送路への入力波形とし、次節において、伝送路を伝搬後の
電界を求めよう。
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3.3 四光波混合によって発生する非線形干渉雑音

3.3.1 非縮退四光波混合モデル

E3

ω − ω0∆ω3 ∆ω1 ∆ω2 ∆ω4

E1

E4E2

図 3.4: 非縮退四光波混合が生じる 4つの連続光の周波数配置

簡単のために、式 (3.55)に示す離散スペクトルの中から、角周波数が異なる 4つ
の連続光のみを考え、それらが同時にファイバ中を伝搬するとして、E(z, t)を次
式のようにおく。

E(z, t) =
4∑

k=1

Êk(z)√
2π

exp(−i∆ωkt) (3.56)

ここで、∆ωk(k = 1, 2, 3, 4)は角周波数 ωk と式 (2.1)中の基準角周波数 ω0 との差、
∆ωk = ωk − ω0 である。また、周波数配置は図 3.4に示すように以下の関係を満た
すと仮定する。

ω3 + ω4 = ω1 + ω2 (3.57)

このとき、∆ωkは

∆ω3 +∆ω4 = ∆ω1 +∆ω2 (3.58)

を満足する。以下では、∆ω2 +∆ω3 ̸= 2∆ω1 の場合について考える。損失項を加
えた式 (2.26)に (3.56)を代入し、4つの連続光の伝搬をそれぞれ記述する式に分離
すると、

i
dÊ1

dz
+ ∆β(∆ω1)Ê1

+
γ

2π


|Ê1|2 + 2

∑
i=2,3,4

|Êi|2
 Ê1 + 2Ê∗

2Ê3Ê4

 = −iαÊ1 (3.59)
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i
dÊ2

dz
+ ∆β(∆ω2)Ê2

+
γ

2π


|Ê2|2 + 2

∑
i=1,3,4

|Êi|2
 Ê2 + 2Ê∗

1Ê3Ê4

 = −iαÊ2 (3.60)

i
dÊ3

dz
+ ∆β(∆ω3)Ê3

+
γ

2π


|Ê3|2 + 2

∑
i=1,2,4

|Êi|2
 Ê3 + 2Ê1Ê2Ê

∗
4

 = −iαÊ3 (3.61)

i
dÊ4

dz
+ ∆β(∆ω4)Ê4

+
γ

2π


|Ê4|2 + 2

∑
i=1,2,3

|Êi|2
 Ê4 + 2Ê1Ê2Ê

∗
3

 = −iαÊ4 (3.62)

となる。ここで、

∆β(∆ω) = β
(1)
0 (∆ω) +

β
(2)
0

2
(∆ω)2 +

β
(3)
0

6
(∆ω)3 (3.63)

である。式 (3.59)-(3.62)の 4つの式の非線形項のうち、自己位相変調 (Self Phase

Modulation : SPM)および相互位相変調 (Cross Phase Modulation : XPM)を表す
項を除く項が四光波混合 (Four Wave Mixing : FWM)を表す。式 (3.62)における
γÊ1Ê2Ê

∗
3/π の項は、角周波数 ω1 および ω2、ω3 の 3つの連続光の間で生じる非

線形相互作用によって、ω4(= ω1 + ω2 − ω3) の連続光が発生することを表し、非
縮退四光波混合と呼ばれている。
以下では、Ê1、Ê2、Ê3 を同時にファイバ中に入射した場合に、非縮退四光波混
合によってアイドラー光 Ê4 が発生する状況について考える。式 (3.59)～(3.61)の
非線形項を無視し、さらに、式 (3.62)の SPMおよびXPMを表す非線形項を無視
すると、式 (3.59)～(3.62)は次のように書き換えられる。

dÊj

dz
+ {α− i∆β(∆ωj)}Êj = 0 for j = 1, 2, 3 (3.64)

dÊ4

dz
+ {α− i∆β(∆ω4)}Ê4 − i

γ

π
Ê1Ê2Ê

∗
3 = 0 (3.65)

式 (3.64)の解は

Êj(z) = Êj(0) exp[{−α + i∆β(∆ωj)}z] (3.66)

となる。式 (3.65)の解として、以下の形の解を考える。

Ê4(z) = Ẽ4(z) exp[{−α+ i∆β(∆ω4)}z] (3.67)
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ここで、Ẽ4(z) は複素関数である。式 (3.66)、(3.67)を (3.65)に代入し、次式を
得る。

dẼ4

dz
= i

γ

π
Ê1(0)Ê2(0)Ê

∗
3(0) exp[(−2α + i∆B)z] (3.68)

ここで、∆B は位相不整合量であり、式 (3.63)、(3.58)より

∆B = ∆β1 +∆β2 −∆β3 −∆β4

= β
(1)
0 (∆ω1 +∆ω2 −∆ω3 −∆ω4)

+
β
(2)
0

2
{(∆ω1)

2 + (∆ω2)
2 − (∆ω3)

2 − (∆ω4)
2}

+
β
(3)
0

6
{(∆ω1)

3 + (∆ω2)
3 − (∆ω3)

3 − (∆ω4)
3}

= −β(2)
0 (∆ω4 −∆ω1)(∆ω4 −∆ω2)

−β
(3)
0

2
(∆ω1 +∆ω2)(∆ω4 −∆ω1)(∆ω4 −∆ω2)

= −(∆ω4 −∆ω1)(∆ω4 −∆ω2)
{
β
(2)
0 + β

(3)
0

∆ω1 +∆ω2

2

}
(3.69)

と表される。Ẽ4(0) = 0 として、 式 (3.68)を積分し、

Ẽ4(z) = i
γ

π
Ê1(0)Ê2(0)Ê

∗
3(0)

∫ z

0
exp[(−2α+ i∆B)z′] dz′

= i
γ

π
Ê1(0)Ê2(0)Ê

∗
3(0)

1− exp[(−2α + i∆B)z]

2α− i∆B
(3.70)

を得る。式 (3.70)を (3.67)に代入すると、

Ê4(z) = i
γ

π
Ê1(0)Ê2(0)Ê

∗
3(0)

1− exp[(−2α + i∆B)z]

2α− i∆B
× exp[{−α + i∆β(∆ω4)}z] (3.71)

となる。

3.3.2 光増幅中継系において発生する四光波混合光

光増幅器が距離 za 毎に配置された光増幅中継系において発生する四光波混合光
について考えよう [7-9]。N 区間の中継を考え、システム全長を Nza とする。また、
全ての区間においてファイバは均一とし、群速度分散 β

(2)
0 、3次分散 β

(3)
0 、非線形

係数 γ、損失係数 α は定数とする。さらに、光増幅器は各区間の出力端の直前に
配置され、その電力利得 Gは距離 za の損失をちょうど補償する値 G = exp(2αza)

に設定されているものとする。
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さて、各区間で発生する FWM光を個別に考え、それらが残りの伝送路を線形
伝搬して出力端に達するとし、出力端において、各区間で発生する FWM光をコ
ヒーレントに足し合わせてトータルの FWM光を求めるものとする。
まず、k 番目の区間の出力端における、k 番目の区間で発生する FWM光の電
界 Ê

(k)
4 (kza) は、式 (3.71)より

Ê
(k)
4 (kza) = i

γ

π
Ê1[(k − 1)za]Ê2[(k − 1)za]Ê

∗
3 [(k − 1)za]

1− exp[(−2α + i∆B)za]

2α− i∆B

× exp[{−α + i∆β(∆ω4)}za]
√
G (3.72)

となる。また、k 番目の区間の入力端における電界 Êj[(k − 1)za] (j = 1, 2, 3) は、
式 (3.66)より

Êj[(k − 1)za] = Êj(0) exp[i∆β(∆ωj)(k − 1)za] (3.73)

となる。式 (3.73)を (3.72)に代入すると、

Ê
(k)
4 (kza) = i

γ

π
Ê1(0)Ê2(0)Ê

∗
3(0)

× exp[i{∆β(∆ω1) + ∆β(∆ω2)−∆β(∆ω3)}(k − 1)za]

× exp[i∆β(∆ω4)za]
1− exp[(−2α + i∆B)za]

2α− i∆B

= i
γ

π
Ê1(0)Ê2(0)Ê

∗
3(0) exp[i{∆B +∆β(∆ω4)}(k − 1)za]

× exp[i∆β(∆ω4)za]
1− exp[(−2α + i∆B)za]

2α− i∆B

= i
γ

π
Ê1(0)Ê2(0)Ê

∗
3(0) exp[i∆B(k − 1)za]

× exp[i∆β(∆ω4)kza]
1− exp[(−2α + i∆B)za]

2α− i∆B
(3.74)

となる。k 番目の区間で発生する FWM光 Ê
(k)
4 (kza) は、残りの伝送路を線形伝

搬し、伝送路の出力端に達するものとする。このとき、出力端 z = Nza における
FWM光 Ê

(k)
4 (Nza) は、式 (3.66)より

Ê
(k)
4 (Nza) = Ê

(k)
4 (kza) exp[i∆β(∆ω4)(N − k)za]

= i
γ

π
Ê1(0)Ê2(0)Ê

∗
3(0) exp[i∆B(k − 1)za]

× exp[i∆β(∆ω4)Nza]
1− exp[(−2α + i∆B)za]

2α− i∆B
(3.75)

となる。式 (3.75)を k について加え合わせ、出力端 z = Nza におけるトータルの
FWM光 Ê

(total)
4 (Nza) を求めると、

Ê
(total)
4 (Nza) =

N∑
k=1

Ê
(k)
4 (Nza)
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= i
γ

π
Ê1(0)Ê2(0)Ê

∗
3(0)

1− exp[(−2α + i∆B)za]

2α− i∆B

× exp[i∆β(∆ω4)Nza]
N∑
k=1

exp[i∆B(k − 1)za]

= i
γ

π
Ê1(0)Ê2(0)Ê

∗
3(0)

1− exp[(−2α + i∆B)za]

2α− i∆B

× exp[i∆β(∆ω4)Nza]
1− exp(i∆BNza)

1− exp(i∆Bza)

= i
γ

π
Ê1(0)Ê2(0)Ê

∗
3(0)

1− exp[(−2α + i∆B)za]

2α− i∆B

× exp

[
i

{
∆β(∆ω4)N +

∆B(N − 1)

2

}
za

]

×
sin

(
∆BNza

2

)
sin

(
∆Bza
2

) (3.76)

となる。

3.4 ガウス雑音モデル
式 (3.69)において、∆ω1 = ℓΩ0, ∆ω2 = mΩ0, ∆ω3 = (ℓ+m− n)Ω0, ∆ω4 = nΩ0

とおき、∆B を ∆Bℓmn と書き改めると、

∆Bℓmn = (n− ℓ)(n−m)Ω2
0

{
β
(2)
0 + β

(3)
0

(ℓ+m)Ω0

2

}
(3.77)

となる。ところで、式 (3.62)の非線形項のうち、FWMを表す項 γÊ1Ê2Ê
∗
3/π は、

γ(Ê1Ê2 + Ê2Ê1)Ê
∗
3/(2π) のように、Ê1 と Ê2 の順序を入れ換えたものの和で表さ

れる。よって、ℓ と m との入れ換えを別々にカウントすると、式 (3.71)、(3.76)の
右辺の値は半分になる。それらの式において Ê4(z) を Ê(z, nΩ0) と書き改め、式
(3.53)を代入すると、

Ê(z, nΩ0) = i
γ

2π
Ω

3/2
0 ξℓ ξm ξ∗ℓ+m−n

√
GTx(ℓΩ0)GTx(mΩ0)GTx [(ℓ+m− n)Ω0]

×1− exp[(−2α + i∆Bℓmn)z]

2α− i∆Bℓmn

exp[{−α + i∆β(nΩ0)}z] (3.78)

Ê(total)(Nza, nΩ0) = i
γ

2π
Ω

3/2
0 ξℓ ξm ξ∗ℓ+m−n

×
√
GTx(ℓΩ0)GTx(mΩ0)GTx [(ℓ+m− n)Ω0]
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×1− exp[(−2α + i∆Bℓmn)za]

2α− i∆Bℓmn

sin
(
∆BℓmnNza

2

)
sin

(
∆Bℓmnza

2

)
× exp

[
i

{
∆β(nΩ0)N +

∆Bℓmn(N − 1)

2

}
za

]
(3.79)

となる。

3.4.1 FWM光がインコヒーレントな場合のガウス雑音モデル

単一区間 (Single Span : ss) で発生するFWM光がインコヒーレントである場合
には、全区間で発生する FWM光は、N 区間で発生する FWM光電力を足し合わ
せることによって得られる。
光増幅中継系において、各区間の出力端の直前に配置された光増幅器の電力利
得を G = exp(2αza) とすると、単一区間で発生する非線形干渉光 Ê(ss)

NLI(za,∆ω) は

Ê(ss)

NLI(za,∆ω) =
∞∑

n=−∞
Ê(ss)

NLI(za, nΩ0)
√
G δ(∆ω − nΩ0) (3.80)

となる。ここで、Ê(ss)
NLI(za, nΩ0) は式 (3.78)より

Ê(ss)

NLI(za, nΩ0) =
∑
ℓ

∑
m

Ê(za, nΩ0)

= i
γ

2π
Ω

3/2
0 exp[{−α + i∆β(nΩ0)}za]

∑
ℓ

∑
m

ξℓ ξm ξ∗ℓ+m−n

×
√
GTx(ℓΩ0) GTx(mΩ0) GTx [(ℓ+m− n)Ω0]

×1− exp[−{2α− i∆Bℓmn}za]
2α− i∆Bℓmn

(3.81)

である。よって、NLI電力 P̂ (ss)
NLI(za, nΩ0) は　

P̂ (ss)

NLI(za, nΩ0) = ⟨|Ê(ss)

NLI(za, nΩ0)|2G⟩

=

⟨(
γ

2π

)2

Ω3
0

∑
ℓ

∑
m

ξℓ ξm ξ∗ℓ+m−n

×
√
GTx(ℓΩ0) GTx(mΩ0) GTx [(ℓ+m− n)Ω0]

×1− exp[−{2α− i∆Bℓmn}za]
2α− i∆Bℓmn

×
∑
ℓ′

∑
m′
ξ∗ℓ′ ξ

∗
m′ ξℓ′+m′−n

×
√
GTx(ℓ

′Ω0) GTx(m
′Ω0) GTx [(ℓ

′ +m′ − n)Ω0]
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×1− exp[−{2α + i∆Bℓ′m′n}za]
2α + i∆Bℓ′m′n

⟩

=
(
γ

2π

)2

Ω3
0

∑
ℓ

∑
m

∑
ℓ′

∑
m′

⟨ξℓ ξm ξ∗ℓ+m−n ξ
∗
ℓ′ ξ

∗
m′ ξℓ′+m′−n⟩

×
√
GTx(ℓΩ0) GTx(mΩ0) GTx [(ℓ+m− n)Ω0]

×
√
GTx(ℓ

′Ω0) GTx(m
′Ω0) GTx [(ℓ

′ +m′ − n)Ω0]

×1− exp[−{2α− i∆Bℓmn}za]
2α− i∆Bℓmn

×1− exp[−{2α + i∆Bℓ′m′n}za]
2α + i∆Bℓ′m′n

=
(
γ

2π

)2

Ω3
0

∑
ℓ

∑
ℓ′
⟨ξℓ ξ∗ℓ′⟩

∑
m

∑
m′

⟨ξm ξ∗m′⟩⟨ξ∗ℓ+m−n ξℓ′+m′−n⟩

×
√
GTx(ℓΩ0) GTx(mΩ0) GTx [(ℓ+m− n)Ω0]

×
√
GTx(ℓ

′Ω0) GTx(m
′Ω0) GTx [(ℓ

′ +m′ − n)Ω0]

×1− exp[−{2α− i∆Bℓmn}za]
2α− i∆Bℓmn

×1− exp[−{2α + i∆Bℓ′m′n}za]
2α + i∆Bℓ′m′n

=
(
γ

π

)2

Ω3
0

∑
ℓ

∑
m

GTx(ℓΩ0) GTx(mΩ0) GTx [(ℓ+m− n)Ω0]

×1− 2 exp(−2αza) cos(∆Bℓmnza) + exp(−4αza)

4α2 + (∆Bℓmn)2
(3.82)

となる。以上では、単一偏波の電界について考えてきたが、偏波多重の場合を考
えると、式 (2.41)および (2.67)より

P̂ (ss)

NLI(za, nΩ0) =
8

27
⟨|Ê(ss)

NLI(za, nΩ0)|2⟩

=
8

27

(
γ

2π

)2

Ω3
0

∑
ℓ

∑
m

GTx(ℓΩ0) GTx(mΩ0) GTx [(ℓ+m− n)Ω0]

×1− 2 exp(−2αza) cos(∆Bℓmnza) + exp(−4αza)

4α2 + (∆Bℓmn)2
(3.83)

となる。よって、伝送路の出力端に達するNLI 電力 P̂NLI(Nza, nΩ0) は　

P̂NLI(Nza, nΩ0) = NP̂ (ss)

NLI(za, nΩ0)

=
2

27

(
γ

π

)2

NΩ3
0

∑
ℓ

∑
m

GTx(ℓΩ0) GTx(mΩ0) GTx [(ℓ+m− n)Ω0]

×1− 2 exp(−2αza) cos(∆Bℓmnza) + exp(−4αza)

4α2 + (∆Bℓmn)2
(3.84)
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となる。

3.4.2 FWM光がコヒーレントな場合のガウス雑音モデル

各区間で発生するFWM光がコヒーレントである場合の、出力端 z = Nza にお
けるトータルの非線形干渉光 Ê(total)

NLI (Nza,∆ω) は

Ê(total)

NLI (Nza,∆ω) =
∞∑

n=−∞
Ê(total)

NLI (Nza, nΩ0) δ(∆ω − nΩ0) (3.85)

となる。ここで、Ê(total)
NLI (Nza, nΩ0) は式 (3.79)より

Ê(total)

NLI (Nza, nΩ0) =
∑
ℓ

∑
m

Ê(total)(Nza, nΩ0)

= i
γ

2π
Ω

3/2
0 exp[i∆β(nΩ0)Nza]

∑
ℓ

∑
m

ξℓ ξm ξ∗ℓ+m−n

×
√
GTx(ℓΩ0) GTx(mΩ0) GTx [(ℓ+m− n)Ω0]

×1− exp[−(2α− i∆Bℓmn)za]

2α− i∆Bℓmn

×
sin

(
∆BℓmnNza

2

)
sin

(
∆Bℓmnza

2

) exp

[
i
∆Bℓmn(N − 1)za

2

]
(3.86)

である。よって、伝送路の出力端に達するNLI電力 P̂ (total)
NLI (Nza, nΩ0) は

P̂ (total)

NLI (Nza, nΩ0) = ⟨|Ê(total)

NLI (Nza, nΩ0)|2⟩

=

⟨(
γ

2π

)2

Ω3
0

∑
ℓ

∑
m

ξℓ ξm ξ∗ℓ+m−n

×
√
GTx(ℓΩ0) GTx(mΩ0) GTx [(ℓ+m− n)Ω0]

×1− exp[−(2α− i∆Bℓmn)za]

2α− i∆Bℓmn

×
sin

(
∆BℓmnNza

2

)
sin

(
∆Bℓmnza

2

) exp

[
i
∆Bℓmn(N − 1)za

2

]

×
∑
ℓ′

∑
m′
ξ∗ℓ′ ξ

∗
m′ ξℓ′+m′−n

√
GTx(ℓ

′Ω0) GTx(m
′Ω0) GTx [(ℓ

′ +m′ − n)Ω0]

×1− exp[−(2α+ i∆Bℓ′m′n)za]

2α + i∆Bℓ′m′n
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×
sin

(
∆Bℓ′m′nNza

2

)
sin

(
∆Bℓ′m′nza

2

) exp

[
−i∆Bℓ′m′n(N − 1)za

2

]⟩

=
(
γ

2π

)2

Ω3
0

∑
ℓ

∑
m

∑
ℓ′

∑
m′

⟨ξℓ ξm ξ∗ℓ+m−nξ
∗
ℓ′ ξ

∗
m′ ξℓ′+m′−n⟩

×
√
GTx(ℓΩ0) GTx(mΩ0) GTx [(ℓ+m− n)Ω0]

×
√
GTx(ℓ

′Ω0) GTx(m
′Ω0) GTx [(ℓ

′ +m′ − n)Ω0]

×1− exp[−(2α− i∆Bℓmn)za]

2α− i∆Bℓmn

1− exp[−(2α + i∆Bℓ′m′n)za]

2α + i∆Bℓ′m′n

×
sin

(
∆BℓmnNza

2

)
sin

(
∆Bℓmnza

2

) sin
(
∆Bℓ′m′nNza

2

)
sin

(
∆Bℓ′m′nza

2

)
× exp

[
i
∆Bℓmn(N − 1)za

2

]
exp

[
−i∆Bℓ′m′n(N − 1)za

2

]

=
(
γ

2π

)2

Ω3
0

∑
ℓ

∑
ℓ′
⟨ξℓ ξ∗ℓ′⟩

∑
m

∑
m′

⟨ξm ξ∗m′⟩ ⟨ξ∗ℓ+m−nξℓ′+m′−n⟩

×
√
GTx(ℓΩ0) GTx(mΩ0) GTx [(ℓ+m− n)Ω0]

×
√
GTx(ℓ

′Ω0) GTx(m
′Ω0) GTx [(ℓ

′ +m′ − n)Ω0]

×1− exp[−(2α− i∆Bℓmn)za]

2α− i∆Bℓmn

1− exp[−(2α + i∆Bℓ′m′n)za]

2α + i∆Bℓ′m′n

×
sin

(
∆BℓmnNza

2

)
sin

(
∆Bℓmnza

2

) sin
(
∆Bℓ′m′nNza

2

)
sin

(
∆Bℓ′m′nza

2

)
× exp

[
i
∆Bℓmn(N − 1)za

2

]
exp

[
−i∆Bℓ′m′n(N − 1)za

2

]

=
(
γ

2π

)2

Ω3
0

∑
ℓ

∑
m

GTx(ℓΩ0) GTx(mΩ0) GTx [(ℓ+m− n)Ω0]

×1− 2 exp(−2αza) cos(∆Bℓmnza) + exp(−4αza)

4α2 + (∆Bℓmn)2

×
sin2

(
∆BℓmnNza

2

)
sin2

(
∆Bℓmnza

2

) (3.87)

となる。偏波多重の場合を考えると、

P̂ (total)

NLI (Nza, nΩ0) =
8

27
⟨|Ê(total)

NLI (Nza, nΩ0)|2⟩
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=
2

27

(
γ

π

)2

Ω3
0

∑
ℓ

∑
m

GTx(ℓΩ0) GTx(mΩ0) GTx [(ℓ+m− n)Ω0]

×1− 2 exp(−2αza) cos(∆Bℓmnza) + exp(−4αza)

4α2 + (∆Bℓmn)2

×
sin2

(
∆BℓmnNza

2

)
sin2

(
∆Bℓmnza

2

) (3.88)

となる。

3.5 非線形干渉雑音の電力スペクトル密度
任意の関数 f̂(∆ω) について、∫ ∞

−∞
f̂(∆ω) d(∆ω) = lim

Ω0→0

∞∑
n=−∞

Ω0 f̂(nΩ0) (3.89)

が成り立つので、式 (3.84)において、Ω0 → 0 (T0 → ∞)とし、ℓΩ0 = ∆ω1、mΩ0 = ∆ω2、
nΩ0 = ∆ω とおくと、

GNLI(Nza,∆ω) = lim
T0→∞

Ω0P̂NLI(Nza, nΩ0)

=
2

27

(
γ

π

)2

N
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
GTx(∆ω1) GTx(∆ω2) GTx(∆ω1 +∆ω2 −∆ω)

×1− 2 exp(−2αza) cos(∆Bza) + exp(−4αza)

4α2 + (∆B)2
d(∆ω1) d(∆ω2)

(3.90)

となる。また、式 (3.88)より

G(total)

NLI (Nza,∆ω) = lim
T0→∞

Ω0P̂
(total)

NLI (Nza, nΩ0)

=
2

27

(
γ

π

)2 ∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
GTx(∆ω1) GTx(∆ω2) GTx(∆ω1 +∆ω2 −∆ω)

× 1− 2 exp(−2αza) cos(∆Bza) + exp(−4αza)

4α2 + (∆B)2

×
sin2

(
∆BNza

2

)
sin2

(
∆Bza
2

) d(∆ω1) d(∆ω2) (3.91)

となる。式 (3.90)および (3.91)における ∆B は (3.69)において ∆ω4 を ∆ω に置
き換えた式で与えられる。
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3.6 ナイキスト限界
ナイキストWDM伝送の場合について考える。この場合、シンボルレート Rs は
チャネル当たりの帯域幅 Bch に等しく、GTx(∆ω) が

GTx(∆ω) =

{
GWDM |∆ω| ≤ πBWDM

0 otherwise
(3.92)

で与えられるとする。ここで、GWDM および BWDM はそれぞれナイキストWDM

信号の送信電力スペクトル密度および全帯域幅である。このとき、式 (3.90)にお
いて ∆ω = 0 とおくと、

GNLI(Nza, 0) =
2

27

(
γ

π

)2

NG3
WDM

∫ ∫
D
d(∆ω1) d(∆ω2)

× 1− 2 exp(−2αza) cos{|β(2)
0 |(∆ω1)(∆ω2)za}+ exp(−4αza)

4α2 + {|β(2)
0 |(∆ω1)(∆ω2)}2

(3.93)

となる。ここで、式 (3.69)において 3次分散 β
(3)
0 = 0 とした。このとき、式 (3.92)

より、積分領域 D は ∆ω1 −∆ω2 平面において、次式を満足する領域で与えら
れる。

−πBWDM ≤ ∆ω1, ∆ω2, ∆ω1 +∆ω2 ≤ πBWDM (3.94)

積分領域 D を図 3.5に示す。しかし、領域 D での積分を解析的に求めることは困
難である。そこで、積分領域を図 3.5に点線で示す半径 πBWDM の円領域 C で近似
する。また、被積分関数の分子を以下のように近似する。

1− 2 exp(−2αza) cos{|β(2)
0 |(∆ω1)(∆ω2)za}+ exp(−4αza)

= 1− 2 exp(−2αza)

1− 2 sin2

 |β(2)
0 |(∆ω1)(∆ω2)za

2


+ exp(−4αza)

= 1− 2 exp(−2αza) + exp(−4αza) + 4 exp(−2αza) sin2

 |β(2)
0 |(∆ω1)(∆ω2)za

2


= {1− exp(−2αza)}2 + 4 exp(−2αza) sin2

 |β(2)
0 |(∆ω1)(∆ω2)za

2


≃ {1− exp(−2αza)}2 (3.95)

さらに、光増幅器間隔の実効長 Leff および漸近的実効長 Leff,a をそれぞれ次式で定
義する。

Leff =
∫ za

0
exp(−2αz) dz =

1− exp(−2αza)

2α
(3.96)

Leff,a = lim
za→∞

Leff =
1

2α
(3.97)
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∆ω1

∆ω2

0

π B
WDM

π B
WDM

− π B
WDM

− π B
WDM

0

D

C

図 3.5: 積分領域 D と近似積分領域 C

式 (3.95)～(3.97)を用いると、(3.93)は

GNLI(Nza, 0) =
2

27

(
γ

π

)2

NG3
WDM

∫ ∫
C
d(∆ω1) d(∆ω2)

× L2
eff

1 + {|β(2)
0 |(∆ω1)(∆ω2)Leff,a}2

(3.98)

となる。次に、円領域 C での積分を行うために、変数変換を行う。{
∆ω1 = r cosφ

∆ω2 = r sinφ
(3.99)

とおいて、式 (3.98)を書き換えると、

GNLI(Nza, 0) =
2

27

(
γ

π

)2

NG3
WDM L2

eff

×
∫ 2π

0

∫ πBWDM

0

r

1 + (|β(2)
0 |Leff,a)2r4 cos2 φ sin2 φ

dr dφ

(3.100)

となる。式 (3.100)において、φ についての積分を、z = exp(iφ) とおいて図 3.6に
示す複素平面の原点を中心とする |z| = 1 の単位円 C 上の積分に置き換えると、

Iφ =
∫ 2π

0

r

1 + (|β(2)
0 |Leff,a)2r4 cos2 φ sin2 φ

dφ
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Re[z]λ-λ

iλ

-iλ

Im[z]

C : |z| = 1

図 3.6: 単位円 C 上の積分と 4つの 1位の極

= r
∫
C

1

1 + (|β(2)
0 |Leff,ar

2)2
{
1

2

(
z +

1

z

)}2 { 1

2i

(
z − 1

z

)}2

dz

iz

= i
16r

(|β(2)
0 |Leff,ar2)2

∫
C

z3(
z4 +

4

|β(2)
0 |Leff,ar2

z2 − 1

)(
z4 − 4

|β(2)
0 |Leff,ar2

z2 − 1

) dz

(3.101)

となる。このとき、式 (3.101)の被積分関数は C 内に 4つの 1位の極

z = ±λ, ±iλ, λ =

√√√√√
√√√√( 2

|β(2)
0 |Leff,ar2

)2

+ 1− 2

|β(2)
0 |Leff,ar2

(3.102)

を持つ。よって、式 (3.101)は

Iφ = i
16r

(|β(2)
0 |Leff,ar2)2

∫
C
f(z) dz (3.103)

と表すことができる。ここで、

f(z) =
z3

(z − λ)(z + λ)(z − iλ)(z + iλ)

z4 −

√√√√( 2

|β(2)
0 |Leff,ar2

)2

+ 1 +
2

|β(2)
0 |Leff,ar2


2


(3.104)
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である。式 (3.103)の複素積分は

Iφ = i
16r

(|β(2)
0 |Leff,ar2)2

× (2iπ) {Res[f(z), λ] + Res[f(z),−λ] + Res[f(z), iλ] + Res[f(z),−iλ]}

(3.105)

となる。ところで、

Res[f(z), λ] = Res[f(z),−λ] = Res[f(z), iλ] = Res[f(z),−iλ]

=
λ3

(λ+ λ)(λ− iλ)(λ+ iλ)

λ4 −

√√√√( 2

|β(2)
0 |Leff,ar2

)2

+ 1 +
2

|β(2)
0 |Leff,ar2


2


=
1

4



√√√√( 2

|β(2)
0 |Leff,ar2

)2

+ 1− 2

|β(2)
0 |Leff,ar2


2

−


√√√√( 2

|β(2)
0 |Leff,ar2

)2

+ 1 +
2

|β(2)
0 |Leff,ar2


2


= − |β(2)
0 |Leff,ar

2

32

√√√√( 2

|β(2)
0 |Leff,ar2

)2

+ 1

= − (|β(2)
0 |Leff,ar

2)2

64

√√√√√1 +

 |β(2)
0 |Leff,ar2

2

2
(3.106)

であるので、式 (3.103)の複素積分は

Iφ =
32πr

(|β(2)
0 |Leff,ar2)2

× 4× (|β(2)
0 |Leff,ar

2)2

64

√√√√√1 +

 |β(2)
0 |Leff,ar2

2

2
=

2πr√√√√√1 +

 |β(2)
0 |Leff,ar2

2

2

(3.107)

となる。式 (3.107)を (3.100)に代入し、

GNLI(Nza, 0) =
2

27

(
γ

π

)2

NG3
WDM L2

eff

∫ πBWDM

0

2πr√√√√√1 +

 |β(2)
0 |Leff,ar2

2

2
dr

(3.108)

を得る。さらに、R = |β(2)
0 |Leff,ar

2/2 とおいて変数変換して積分を行うと、

GNLI(Nza, 0) =
2

27

(
γ

π

)2

NG3
WDM L2

eff

∫ π2|β(2)
0 |Leff,aB

2
WDM/2

0

2π√
1 +R2

dR

|β(2)
0 |Leff,a

=
4

27

γ2NG3
WDML

2
eff

π|β(2)
0 |Leff,a

[
sinh−1R

]π2|β(2)
0 |Leff,aB

2
WDM/2

0

=
4

27

γ2NG3
WDML

2
eff

π|β(2)
0 |Leff,a

sinh−1

π2|β(2)
0 |Leff,aB

2
WDM

2

 (3.109)
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となる。ところで、x≫ 1 に対して、

sinh−1(x) = loge(x+
√
x2 + 1) ≃ loge(2x) (3.110)

が成り立つ。式 (3.110)の近似を (3.109)に適用すると、

GNLI(Nza, 0) ≃
4

27

γ2NG3
WDML

2
eff

π|β(2)
0 |Leff,a

loge(π
2|β(2)

0 |Leff,aB
2
WDM) (3.111)

となる。式 (3.30)より、NLI雑音電力 PNLI は

PNLI(Nza) =
∫ ∞

−∞
GNLI(Nza,∆ω)|HRx(∆ω)|2 d(∆ω) (3.112)

で与えられる。GNLI(Nza,∆ω) ≃ GNLI(Nza, 0) とし、さらに、受信器の帯域幅を
OSNR帯域幅 Bn と等しいとして、HRx(∆ω) を

HRx(∆ω) =

{
1 |∆ω| ≤ πBn

0 otherwise
(3.113)

とすると、

PNLI(Nza) ≃ 2πBnGNLI(Nza, 0)

=
8

27

γ2NG3
WDML

2
effBn

|β(2)
0 |Leff,a

loge(π
2|β(2)

0 |Leff,aB
2
WDM) (3.114)

となる。さらに、Leff,a ∼ Leff とおくと、

PNLI(Nza) ≃
(
2

3

)3 γ2NG3
WDMLeffBn

|β(2)
0 |

loge(π
2|β(2)

0 |LeffB
2
WDM) (3.115)

となる。WDM信号のチャネル数を Nch、チャネル当たりの送信電力を Pch とす
ると、WDM信号の全帯域幅 BWDM、送信電力スペクトル密度 GWDM、全送信電力
PWDM はそれぞれ

BWDM = NchBch = NchRs (3.116)

GWDM =
Pch

Bch

=
Pch

Rs

(3.117)

PWDM = NchPch = GWDMBWDM (3.118)

と表される。これらを式 (3.115)に代入し、

PNLI(Nza) =
(
2

3

)3 γ2NP 3
chLeffBn

|β(2)
0 |R3

s

loge(π
2|β(2)

0 |LeffN
2
chR

2
s) (3.119)

を得る。
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3.7 伝送システム評価および設計への適用
式 (3.119)を、ナイキストWDM伝送システムの評価および設計に適用すること
を考えよう [5]。式 (3.31)において、Rs = Bn とおくと、式 (3.29)より

OSNRNL = SNRNL =
Pch

PASE + PNLI

(3.120)

となる。まず、ASE雑音電力について考える。光増幅器の雑音指数などのファイ
バ特性とは無関係なパラメータを F とすると、伝送路全長 Nza 伝送後のトータ
ルのASE雑音電力は

PASE(Nza) = FNG = FN exp(2αza) (3.121)

と表される。一方、NLI雑音電力は、式 (3.119)より

PNLI(Nza) = η
γ2NP 3

chLeff

|β(2)
0 |

= hP 3
ch (3.122)

と表される。ここで、

η =
(
2

3

)3 loge(π
2|β(2)

0 |LeffN
2
chR

2
s)

R2
s

(3.123)

であり、簡単のために、以下では定数として扱う。また、

h = η
γ2NLeff

|β(2)
0 |

(3.124)

である。式 (3.122)を (3.120)に代入すると、

OSNRNL =
Pch

PASE + hP 3
ch

(3.125)

となる。式 (3.125)を Pch について微分すると、

∂(OSNRNL)

∂Pch

=
∂

∂Pch

(
Pch

PASE + hP 3
ch

)

=
PASE − 2hP 3

ch

(PASE + hP 3
ch)

2
(3.126)

となる。式 (3.126)の右辺を 0とおくことにより、Pch の最適値 P (opt)
ch を求めるこ

とができる。式 (3.121)、(3.124)より、

P (opt)

ch =
(
PASE

2h

)1/3

=

(
F

2η

)1/3
 |β(2)

0 | exp(2αza)
γ2Leff


1/3

(3.127)
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となる。式 (3.127)における P (opt)
ch の単位を [mW]としてデシベル表示すると、

P (opt)

ch [dBm] = 10 log10 P
(opt)

ch [mW]

= C1 −
10

3
log10

(
γ2Leff

|β(2)
0 |

)
+

1

3
α̂za (3.128)

となる。なお、上式を導く際に式 (2.32) を用いた。また、

C1 =
10

3
log10

(
F

2η

)
(3.129)

であり、C1 は伝送に用いるファイバとは無関係なパラメータである。さらに、式
(3.127)を (3.125)に代入し、(3.121)および (3.124)を用いると、

OSNR(max)

NL =

(
4

27F 2η

)1/3
1

N

 |β(2)
0 | exp(−4αza)

γ2 Leff


1/3

(3.130)

が得られる。OSNR(max)

NL をデシベル表示すると、

OSNR(max)

NL [dB]　 = 10 log10 OSNR(max)

NL

= C2 −
10

3
log10

(
γ2Leff

|β(2)
0 |

)
− 2

3
α̂za − 10 log10N (3.131)

となる。ここで、

C2 =
10

3
log10

(
4

27F 2η

)
(3.132)

であり、C2 も伝送に用いるファイバとは無関係なパラメータである。
次に、チャネル当たりの送信電力 Pch が最適でない場合に Pch に対する OSNRNL

がどのように表されるかを考える。r を定数として、Pch = rP (opt)
ch とすると、式

(3.125)および (3.127)、(3.130)より、OSNR(r)

NL は

OSNR(r)

NL =
rP (opt)

ch

PASE + hr3(P (opt)
ch )3

=
3r

r3 + 2
OSNR(max)

NL (3.133)

となる。したがって、OSNR(r)

NL をデシベル表示すると、

OSNR(r)

NL[dB] = 10 log10 OSNR(r)

NL

= 10 log10

(
3r

r3 + 2

)
+OSNR(max)

NL [dB] (3.134)

となる。式 (3.133)を図 3.7に示す。式 (3.128)および (3.131)において、(3.129)に
示す C1 および (3.132)に示す C2 を除く伝送路のパラメータ、すなわち、2次の
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分散係数 β
(2)
0 、非線形係数 γ、損失係数 α、光増幅器間隔 za、区間数 N のみに

よって、最適送信光電力 P (opt)
ch およびOSNRの最大値 OSNR(max)

NL を求めることが
できる。また、式 (3.134)から、チャネル当たりの送信光電力 Pch がその最適値か
らずれた場合のOSNRを求めることができる。よって、これらの結果をナイキス
トWDM伝送システムの評価および設計に適用することが可能である。
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図 3.7: Pch = rP (opt)
ch とした場合の OSNR(r)

NL の変化
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第4章 準線形コヒーレント伝送シス
テムにおける非線形シャノン
限界

Mitraらが非線形シャノン限界に関する報告 [1]を行って以来、非線形シャノン
限界に関する多くの報告がなされてきた [2-5]。本章では、Mecozziらよって展開
された理論 [6-10]について解説する。

4.1 問題の設定
群速度分散および利得/損失が長手方向に変化するファイバ伝送路中における光
波 E(z, t) の振る舞いは式 (2.31)より次式で記述される。

i
∂E

∂z
− β

(2)
0 (z)

2

∂2E

∂t2
+ γ|E|2E = ig(z)E + n(z, t) (4.1)

ここで、g(z) は利得 (g(z) > 0) または損失 (g(z) < 0) を表す。また、n(z, t) は加
法的な自然放出光雑音 (ASE雑音)を表し、その周波数領域における相関関数は

⟨n̂(z,∆ω)n̂(z′,∆ω′)⟩ = 0

⟨n̂∗(z,∆ω)n̂(z′,∆ω′)⟩ = Ĉ(z,∆ω) δ(∆ω −∆ω′) δ(z − z′) (4.2)

で与えられるとする。ここで、δ(x)はディラックのデルタ関数である。また、Ĉ(z,∆ω)
は局所的な自然放出の割合を表し、

Ĉ(z,∆ω) =
g(z,∆ω) nsp(z,∆ω)h̄ω0√

2π
(4.3)

で与えられる。ここで、g(z,∆ω) は局所的な利得を表し、g(z) = g(z, 0) である。
また、nsp は分布反転パラメータである。h̄ = h/(2π), (h はプランク定数)であり、
h̄ω0 は搬送波周波数の光子のエネルギーである。このとき、Ĉ(z,∆ω)dz は区間 dz

の区間で付加される単位帯域当たりの自然放出光電力を表す。式 (4.2)は時間領域
では

⟨n(z, t)n(z′, t′)⟩ = 0

⟨n∗(z, t)n(z′, t′)⟩ = C(z, t− t′) δ(z − z′) (4.4)
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と表される。ここで、C(z, t) は式 (2.4)より

C(z, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
Ĉ(z,∆ω) exp(−i∆ωt) d(∆ω) (4.5)

と表される。
次に、伝送路への入力波形、すなわち、式 (4.1)の初期条件について考えよう。
全ての波長チャネルのシンボルレートが等しい波長分割多重 (WDM)伝送を考え、
波長チャネル内では時刻 t = 0 を基準として間隔 T で等間隔に並んだ同一波形の
パルス列を、波長チャネル間では式 (2.1)の ω0 を基準として間隔 Ω で等間隔に並
んだチャネルを入力波形とする。波長チャネル内でパルスを区別するための指標
を k、チャネルを区別するための指標を s として、入力波形を次式で表す。

E(0, t) =
∑
s

∑
k

a
(s)
k E0(0, t− [Tk + δTs]) exp[−i(Ωst− ϕs)] (4.6)

ここで、a(s)k は無次元の複素数であり、個々のパルスの変調された振幅および位相
を表す。E0(0, t)は 1つのパルスの初期波形を表す。また、角周波数 ω0 の基準チャ
ネル (s = 0)のパルスの時間位置および位相を基準に選び、k番目のパルスの中心位
置を t = Tk = kT、位相シフト ϕ0 = 0とする。一方、角周波数 ω0 + Ωs = ω0 + sΩ

の s 番目のチャネルの k 番目のパルスの中心位置を t = Tk + δTs = kT + δTs (た
だし、|δTs| < T/2)とし、チャネル間でのパルス位置のずれを考慮する。また、s
番目のチャネルのパルスの位相は基準チャネルに対して ϕs だけシフトしているも
のとする。このとき、式 (4.6)は

E(0, t) =
∑
k

a(0)k E0(0, t− Tk) +
∑
s̸=0

a
(s)
k E0(0, t− [Tk + δTs]) exp[−i(Ωst− ϕs)]


(4.7)

と表される。さらに、パルス同士は直交していると仮定する。すなわち、∫ ∞

−∞
E∗

0(0, t− Tℓ) E0(0, t− Tm) dt = Eδℓ,m (4.8)

が成立するとする。ここで、δℓ,m はクロネッカーのデルタであり、

E =
∫ ∞

−∞
|E0(0, t)|2 dt (4.9)

は無変調の場合の 1つのパルスのエネルギーを表す。
式 (4.1)において、

E(z, t) = a(z)U(z, t) (4.10)

とおき、 a(z) が

da(z)

dz
= g(z)a(z) (4.11)
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を満たすものとする。式 (4.11)の解は

a(z) = a(0) exp
[∫ z

0
g(ζ) dζ

]
(4.12)

となる。a(0) =
√
E とし、さらに、

a0(z) = exp
[∫ z

0
g(ζ) dζ

]
(4.13)

とおくと、式 (4.10)は

E(z, t) =
√
Ea0(z)U(z, t) (4.14)

と表される。式 (4.14)を (4.1)に代入し、次式を得る。

i
∂U

∂z
− β

(2)
0 (z)

2

∂2U

∂t2
+ γEa20(z)|U |2U =

n(z, t)√
Ea0(z)

(4.15)

一方、初期条件については、式 (4.14)より E(0, t) =
√
Ea0(0)U(0, t) =

√
EU(0, t)

と表されるので、式 (4.7)より、U(z, t) に対する初期条件は

U(0, t) =
E(0, t)√

E

=
∑
k

a(0)k U0(0, t− Tk) +
∑
s̸=0

a
(s)
k U0(0, t− [Tk + δTs]) exp[−i(Ωst− ϕs)]


(4.16)

と書くことができる。ここで、時間中心位置が t = Tk の 1つのパルスは

U0(0, t− Tk) =
E0(0, t− Tk)√

E
(4.17)

と表され、式 (4.17)を (4.8)に代入すると、∫ ∞

−∞
U∗
0 (0, t− Tℓ) U0(0, t− Tm) dt =

1

E

∫ ∞

−∞
E∗

0(0, t− Tℓ) E0(0, t− Tm) dt = δℓ,m

(4.18)

となり、U0(0, t− Tk) は正規直交系をなす。
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4.2 摂動法の適用
式 (4.15)の解 U(z, t) を以下の式で摂動展開する。

U(z, t) = u(z, t) + ∆u(z, t) + · · · (4.19)

式 (4.19)を (4.15)に代入し、非線形項を高次項とみなすと、u(z, t) に関する線形
方程式

i
∂u

∂z
− β

(2)
0 (z)

2

∂2u

∂t2
=

n(z, t)√
Ea0(z)

(4.20)

が得られる。この方程式が主要項である。一方、非線形性による補正項である
∆u(z, t) は次式に示す線形方程式で与えられる。

i
∂(∆u)

∂z
− β

(2)
0 (z)

2

∂2(∆u)

∂t2
+ γEa20(z)|u|2u = 0 (4.21)

摂動法の要点は、非線形方程式 (4.15)の非線形項を零とした式 (4.20)の解を 0次
近似解とし、0次近似解のまわりで小信号近似を用いて線形化した方程式 (4.21)の
解 (1次近似解)を、0次近似解に対する非線形性による補正項として求めることで
ある。もちろん、同様の手順を繰り返すことによって、より高次の近似解を求め
ることもできる。また、u(z, t) および ∆u(z, t) に対する初期条件は式 (4.16)より

u(0, t) = U(0, t)

=
∑
k

a(0)k u0(0, t− Tk) +
∑
s̸=0

a
(s)
k u0(0, t− [Tk + δTs]) exp[−i(Ωst− ϕs)]


(4.22)

∆u(0, t) = 0 (4.23)

とする。ここで、u0(0, t− [Tk + δTs]) = U0(0, t− [Tk + δTs]) であり、式 (4.18)に
示す通り、u0(0, t− Tk) は正規直交関数系をなし、次式を満足する。∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tℓ) u0(0, t− Tm) dt = δℓ,m (4.24)

また、式 (4.22)、(4.23)、(4.24)のフーリエ変換は

û(0,∆ω) =
∑
k

a(0)k û0(0,∆ω) exp(i∆ωTk)

+
∑
s̸=0

a
(s)
k û0(0,∆ω − Ωs) exp[i{(∆ω − Ωs)(Tk + δTs) + ϕs}]


(4.25)

∆̂u(0,∆ω) = 0 (4.26)
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∫ ∞

−∞
|û0(0,∆ω)|2 exp[−i∆ω(Tℓ − Tm)]d(∆ω) = δℓ,m (4.27)

となる。ここで、ûk(∆ω) は uk(t) のフーリエ変換である。
まず、u(z, t) に関する方程式 (4.20)を解いてみよう。(4.20)をフーリエ変換し、

i
∂û

∂z
+
β
(2)
0 (z)

2
(∆ω)2û =

n̂(z,∆ω)√
Ea0(z)

(4.28)

を得る。式 (4.28)の右辺を零とおいた同次方程式の解は

û(z,∆ω) = û(0,∆ω) exp

{
i
(∆ω)2

2
B(z)

}
(4.29)

となる。ここで、

B(z) =
∫ z

0
β
(2)
0 (ζ) dζ (4.30)

である。定数変化法によって非同次方程式 (4.28)を解くことを考えよう。(4.29)の係
数 û(0,∆ω)を z の関数 ũ(z,∆ω)で置き換えた式を (4.28)に代入すると、ũ(z,∆ω)
に関する微分方程式

i
∂ũ

∂z
=
n̂(z,∆ω)√
Ea0(z)

exp

{
−i(∆ω)

2

2
B(z)

}
(4.31)

が得られる。式 (4.31)を積分し、次式を得る。

ũ(z,∆ω) = ũ(0,∆ω)− i û′′NS(z,∆ω) (4.32)

ここで、

û′′NS(z,∆ω) =
1√
E

∫ z

0

n̂(ζ,∆ω)

a0(ζ)
exp

{
−i(∆ω)

2

2
B(ζ)

}
dζ (4.33)

である。式 (4.32)を (4.29)に代入すると、

û(z,∆ω) = {ũ(0,∆ω)− i û′′NS(z,∆ω)} exp

{
i
(∆ω)2

2
B(z)

}
(4.34)

となる。式 (4.34)において、z = 0とすると、û(0,∆ω) = ũ(0,∆ω)となるので、結
局、式 (4.34)は

û(z,∆ω) = {û(0,∆ω)− i û′′NS(z,∆ω)} exp

{
i
(∆ω)2

2
B(z)

}
(4.35)
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と書くことができる。式 (4.35)を逆フーリエ変換し、

u(z, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
û(0,∆ω) exp

[
i

{
(∆ω)2

2
B(z)− (∆ω)t

}]
d(∆ω)

− i√
2π

∫ ∞

−∞
û′′NS(z,∆ω) exp

[
i

{
(∆ω)2

2
B(z)− (∆ω)t

}]
d(∆ω)

(4.36)

を得る。
ところで、式 (4.33)に示す û′′NS(z,∆ω) の逆フーリエ変換は

u′′NS(z, t) =
1√
2πE

∫ ∞

−∞

(∫ z

0

n̂(ζ,∆ω)

a0(ζ)
exp

[
−i
{
(∆ω)2

2
B(ζ) + (∆ω)t

}]
dζ

)
d(∆ω)

(4.37)

となる。また、式 (4.4)より

⟨û′′NS(z,∆ω) û
′′
NS(z

′,∆ω′)⟩

=

⟨
1

E

∫ z

0

n̂(ζ,∆ω)

a0(ζ)
exp

{
−i(∆ω)

2

2
B(ζ)

}
dζ

∫ z′

0

n̂(ζ ′,∆ω′)

a0(ζ ′)
exp

{
−i(∆ω

′)2

2
B(ζ ′)

}
dζ ′
⟩

=
1

E

∫ z

0

∫ z′

0

⟨n̂(ζ,∆ω) n̂(ζ ′,∆ω′)⟩
a0(ζ)a0(ζ ′)

exp

{
−i(∆ω)

2B(ζ) + (∆ω′)2B(ζ ′)

2

}
dζ dζ ′

= 0

⟨û′′NS

∗(z,∆ω) û′′NS(z
′,∆ω′)⟩

=
1

E

∫ z

0

∫ z′

0

⟨n̂∗(ζ,∆ω) n̂(ζ ′,∆ω′)⟩
a0(ζ)a0(ζ ′)

exp

[
i

{
(∆ω)2B(ζ)− (∆ω′)2B(ζ ′)

2

}]
dζ dζ ′

=
1

E

∫ z

0

∫ z′

0

Ĉ(ζ,∆ω) δ(∆ω −∆ω′) δ(ζ − ζ ′)

a0(ζ)a0(ζ ′)
exp

{
i
(∆ω)2B(ζ)− (∆ω′)2B(ζ ′)

2

}
dζ dζ ′

=
1

E

∫ z

0

∫ z′

0

Ĉ(ζ,∆ω) δ(ζ − ζ ′)

a0(ζ)a0(ζ ′)
exp

{
i
(∆ω)2B(ζ)− (∆ω′)2B(ζ ′)

2

}
dζ dζ ′ δ(∆ω −∆ω′)

= κ(z, z′)δ(∆ω −∆ω′) (4.38)

となる。ここで、

κ(z, z′) =
1

E

∫ z

0

∫ z′

0

Ĉ(ζ,∆ω) δ(ζ − ζ ′)

a0(ζ)a0(ζ ′)
exp

{
i
(∆ω)2B(ζ)− (∆ω′)2B(ζ ′)

2

}
dζ dζ ′

=
1

E

∫
min(z,z′)

0

Ĉ(ζ,∆ω)

a20(ζ)
exp

{
i
(∆ω)2 − (∆ω′)2

2
B(ζ)

}
dζ

=
1

E

∫
min(z,z′)

0

Ĉ(ζ,∆ω)

a20(ζ)
dζ (4.39)
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である。上式を導く際に、û′′NS(z,∆ω) の統計的性質は β
(2)
0 に依存しないことを用

いた。よって、式 (4.33)において β
(2)
0 = 0 とおいた

û′NS(z,∆ω) =
1√
E

∫ z

0

n̂(ζ,∆ω)

a0(ζ)
dζ (4.40)

は û′′NS(z,∆ω) と等価である。また、このとき式 (4.37)は

u′NS(z, t) =
1√
E

∫ z

0

n(ζ, t)

a0(ζ)
dζ (4.41)

となり、式 (4.35)および (4.36)は

û(z,∆ω) = {û(0,∆ω)− i û′NS(z,∆ω)} exp

{
i
(∆ω)2

2
B(z)

}
(4.42)

u(z, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
û(0,∆ω) exp

[
i

{
(∆ω)2

2
B(z)− (∆ω)t

}]
d(∆ω)

− i√
2π

∫ ∞

−∞
û′NS(z,∆ω) exp

[
i

{
(∆ω)2

2
B(z)− (∆ω)t

}]
d(∆ω)

(4.43)

となる。
次に、∆u(z, t) に関する方程式 (4.21)を解いてみよう。式 (4.21)をフーリエ変
換し、

i
∂∆̂u

∂z
+
β
(2)
0 (z)

2
(∆ω)2∆̂u

= −γEa
2
0(z)√
2π

∫ ∞

−∞
|u(z, t)|2u(z, t) exp(i∆ωt) dt

= −γEa
2
0(z)√
2π

∫ ∞

−∞

{
1√
2π

∫ ∞

−∞
û(z,∆ω1) exp(−i∆ω1t) d(∆ω1)

}

×
{

1√
2π

∫ ∞

−∞
û∗(z,∆ω2) exp(i∆ω2t) d(∆ω2)

}

×
{

1√
2π

∫ ∞

−∞
û(z,∆ω3) exp(−i∆ω3t) d(∆ω3)

}
exp(i∆ωt) dt

= −γEa
2
0(z)

(2π)2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
û(z,∆ω1) û

∗(z,∆ω2) û(z,∆ω3)

×
[∫ ∞

−∞
exp{i(∆ω −∆ω1 +∆ω2 −∆ω3)t} dt

]
d(∆ω1) d(∆ω2) d(∆ω3)

= −γEa
2
0(z)

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
û(z,∆ω1) û

∗(z,∆ω2) û(z,∆ω3)

×δ(∆ω −∆ω1 +∆ω2 −∆ω3) d(∆ω1) d(∆ω2) d(∆ω3)

= −γEa
2
0(z)

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
û(z,∆ω1) û

∗(z,∆ω2) û(z,∆ω −∆ω1 +∆ω2) d(∆ω1) d(∆ω2)

(4.44)
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を得る。上式を導く際に

δ(∆ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
exp(i∆ωt) dt (4.45)

を用いた。
まず、式 (4.44)において γ = 0 とおいた同次方程式の解は、式 (4.29)と同様に

∆̂u(z,∆ω) = ∆̂u(0,∆ω) exp

{
i
(∆ω)2

2
B(z)

}
(4.46)

となる。式 (4.46)の係数 ∆̂u(0,∆ω)をzの関数 ∆̃u(z,∆ω)で置き換えた式を (4.44)

に代入すると、∆̃u(z,∆ω) に関する微分方程式

i
∂∆̃u

∂z
= −γEa

2
0(z)

2π
exp

{
−i(∆ω)

2

2
B(z)

}

×
{∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
û(z,∆ω1) û

∗(z,∆ω2) û(z,∆ω −∆ω1 +∆ω2) d(∆ω1) d(∆ω2)
}

(4.47)

が得られる。式 (4.47)を積分し、次式を得る。

∆̃u(z,∆ω) = i û′NL(z,∆ω) (4.48)

ここで、

û′NL(z,∆ω) =
γE
2π

∫ z

0
a20(ζ)

×
{∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
û(ζ,∆ω1) û

∗(ζ,∆ω2) û(ζ,∆ω −∆ω1 +∆ω2) d(∆ω1) d(∆ω2)
}

× exp

{
−i(∆ω)

2

2
B(ζ)

}
dζ (4.49)

である。上式を導くにあたって、式 (4.23)より、∆̃u(0,∆ω) = ∆̂u(0,∆ω) = 0 と
した。式 (4.48)を (4.46)に代入すると、

∆̂u(z,∆ω) = i û′NL(z,∆ω) exp

{
i
(∆ω)2

2
B(z)

}
(4.50)

となる。式 (4.50)を逆フーリエ変換し、

∆u(z, t) =
i√
2π

∫ ∞

−∞
û′NL(z,∆ω) exp

[
i

{
(∆ω)2

2
B(z)− (∆ω)t

}]
d(∆ω)

(4.51)

を得る。
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ところで、式 (4.49)の逆フーリエ変換は

u′NL(z, t) =
γE

(2π)3/2

∫ ∞

−∞

(∫ z

0
a20(ζ)

×
{∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
û(ζ,∆ω1) û

∗(ζ,∆ω2) û(ζ,∆ω −∆ω1 +∆ω2) d(∆ω1) d(∆ω2)
}

× exp

[
−i
{
(∆ω)2

2
B(ζ) + (∆ω)t

}]
dζ

)
d(∆ω) (4.52)

となる。
よって、式 (4.43)および (4.51)を (4.19)に代入し、

U(z, t) ≃ uL(z, t) + ∆upert(z, t)

= uL(z, t) + uNS(z, t) + uNL(z, t) (4.53)

を得る。ここで、∆upert(z, t) = uNS(z, t) + uNL(z, t) であり、

uL(z, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
û(0,∆ω) exp

[
i

{
(∆ω)2

2
B(z)− (∆ω)t

}]
d(∆ω) (4.54)

uNS(z, t) = − i√
2π

∫ ∞

−∞
û′NS(z,∆ω) exp

[
i

{
(∆ω)2

2
B(z)− (∆ω)t

}]
d(∆ω)

(4.55)

uNL(z, t) =
i√
2π

∫ ∞

−∞
û′NL(z,∆ω) exp

[
i

{
(∆ω)2

2
B(z)− (∆ω)t

}]
d(∆ω)

(4.56)

である。
また、式 (4.53)のフーリエ変換は (4.42)および (4.50)より

Û(z,∆ω) ≃ ûL(z,∆ω) + ∆̂upert(z,∆ω)

= ûL(z,∆ω) + ûNS(z,∆ω) + ûNL(z,∆ω) (4.57)

となる。ここで、∆̂upert(z,∆ω) = ûNS(z,∆ω) + ûNL(z,∆ω) であり、

ûL(z,∆ω) = û(0,∆ω) exp

{
i
(∆ω)2

2
B(z)

}
(4.58)

ûNS(z,∆ω) = −i û′NS(z,∆ω) exp

{
i
(∆ω)2

2
B(z)

}
(4.59)

ûNL(z,∆ω) = i û′NL(z,∆ω) exp

{
i
(∆ω)2

2
B(z)

}
(4.60)

である。∆̂u
′
pert(z,∆ω) = −i {û′NS(z,∆ω)− û′NL(z,∆ω)} とおくと、式 (4.57)は

Û(z,∆ω) = {ûL(0,∆ω) + ∆̂u
′
pert(z,∆ω)} exp

{
i
(∆ω)2

2
B(z)

}
(4.61)
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と書き直すことができる。
以下では、|ûL(z,∆ω)| ≫ |ûNS(z,∆ω)| として、û(z,∆ω) ≃ ûL(z,∆ω) とし、式

(4.49)および (4.52)を次式で近似する。

û′NL(z,∆ω) ≃ γE
2π

∫ z

0
a20(ζ)

×
{∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ûL(ζ,∆ω1) û

∗
L(ζ,∆ω2) ûL(ζ,∆ω −∆ω1 +∆ω2) d(∆ω1) d(∆ω2)

}
× exp

{
−i(∆ω)

2

2
B(ζ)

}
dζ (4.62)

u′NL(z, t) =
γE

(2π)3/2

∫ ∞

−∞

(∫ z

0
a20(ζ)

×
{∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ûL(ζ,∆ω1) û

∗
L(ζ,∆ω2) ûL(ζ,∆ω −∆ω1 +∆ω2) d(∆ω1) d(∆ω2)

}
× exp

[
−i
{
(∆ω)2

2
B(ζ) + (∆ω)t

}]
dζ

)
d(∆ω) (4.63)

4.3 基本パルスの線形伝搬
式 (4.22)を初期値とする式 (4.20)の同次形の解 uL(z, t) を次式で表すことにし
よう。

uL(z, t) =
∑
s

∑
k

a
(s)
k u0(z, t− [Tk + ts(z)]) exp[−i{Ωst− θs(z)}]

=
∑
k

a(0)k u0(z, t− Tk)

+
∑
s ̸=0

a
(s)
k u0(z, t− [Tk + ts(z)]) exp[−i{Ωst− θs(z)}]

 (4.64)

式 (4.64)中の第 s チャネルの k 番目のパルスに着目し、

uL(z, t) = u0(z, t− [Tk + ts(z)]) exp[−i{Ωst− θ′s(z)}]
= A(z) f(τ) exp(iφ) (4.65)

とおく。ここで、f(τ) はパルスの波形であり、

τ(z, t) = p(z){t− t0(z)} (4.66)

φ(z, t) =
C(z)

2
τ 2 − Ωst+ θs(z) (4.67)
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である。A, p, C, t0(= Tk + ts), θs はそれぞれパルスの振幅、パルス幅の逆数、線形
チャ―プ、時間中心位置、位相を表し、z の実関数とする。このとき、

∂uL

∂z
=

[
dA

dz
f + A

df

dτ

(
dp

dz

τ

p
− p

dt0
dz

)

+ iAf

{(
1

2

dC

dz
+
C

p

dp

dz

)
τ 2 − Cp

dt0
dz
τ +

dθs
dz

}]
exp(iφ) (4.68)

∂2uL

∂t2
= A

[{
d2f

dτ 2
p2 − f(Cpτ − Ωs)

2

}

+ i

{
4
df

dτ
p(Cpτ − Ωs) + Cp2f

}]
exp(iφ) (4.69)

となる。また、

f(τ) = exp

(
−τ

2

2

)
(4.70)

とすると、

1

f

d2f

dτ 2
= τ 2 − 1 (4.71)

となる。式 (4.71)を (4.69)に代入し、さらに、(4.68)、(4.69)を (4.20)の同次形の
方程式に代入した式を実部と虚部に分離し、それぞれの式が τ に依らずに成立す
るとすると、次式が得られる。

dA

dz
=

β
(2)
0 (z)

2
Ap2C (4.72)

dp

dz
= β

(2)
0 (z) p3C (4.73)

dC

dz
= −β(2)

0 (z) p2(1 + C2) (4.74)

dt0
dz

= Ωsβ
(2)
0 (z) (4.75)

dθs
dz

=
β
(2)
0 (z)

2
(Ω2

s + p2) (4.76)

A0 = A(0), p0 = p(0), C0 = C(0)を初期値として、式 (4.72)-(4.74)を解いてみよう。
まず、パルスのエネルギーに比例する量 A2/p とパルスのスペクトル幅に比例す
る量 p2(1 + C2) が z に依らない保存量となることを示す。それらの量を z につい
て微分し、式 (4.72)-(4.74)を代入すると、

d

dz

(
A2

p

)
=

2A

p

dA

dz
− A2

p2
dp

dz
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=
A

p

2
β

(2)
0 (z)

2
Ap2C

− A

p
β
(2)
0 (z) p3C

 = 0 (4.77)

d

dz
{p2(1 + C2)} = 2p (1 + C2)

dp

dz
+ 2p2C

dC

dz

= 2p
[
(1 + C2)β

(2)
0 (z) p3C + pC{−β(2)

0 (z) p2(1 + C2)}
]
= 0

(4.78)

となるので、A2/p および p2(1 + C2) は保存量である。よって、式 (4.74)は

dC

dz
= −β(2)

0 (z) p20(1 + C2
0) (4.79)

となる。上式を積分し、

C(z) = C0 − p20(1 + C2
0)B(z) (4.80)

が得られる。次に、式 (4.73)より、

1

p3
dp

dz
=

d

dz

(
− 1

2p2

)
= β

(2)
0 (z) C (4.81)

となる。上式を積分し、

1

p2(z)
=

1

p20
− 2

∫ z

0
β
(2)
0 (ζ) C(ζ) dζ

=
1

p20
− 2

∫ z

0
β
(2)
0 (ζ) {C0 − p20(1 + C2

0)B(ζ)} dζ

=
1

p20
− 2C0B(z) + 2p20(1 + C2

0)
∫ z

0
β
(2)
0 (ζ) B(ζ) dζ (4.82)

となる。ところで、∫ z

0
β
(2)
0 (ζ) B(ζ) dζ =

[
B2(ζ)

]z
0
−
∫ z

0
B(ζ) β

(2)
0 (ζ) dζ (4.83)

となるので、 ∫ z

0
β
(2)
0 (ζ) B(ζ) dζ =

B2(z)

2
(4.84)

である。式 (4.84)を (4.82)に代入すると、

1

p2(z)
=

1

p20
− 2C0B(z) + p20(1 + C2

0)B
2(z) (4.85)

となる。よって、

p(z) =
p0√

1− p20B(z){2C0 − p20(1 + C2
0)B(z)}

(4.86)
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となる。また、A2/p が保存量となることから、

A(z) = A0

√
p(z)

p0
=

A0

[1− p20B(z){2C0 − p20(1 + C2
0)B(z)}]1/4

(4.87)

となる。
次に、式 (4.75)を積分すると、

t0(z) = t0(0) + ΩsB(z) (4.88)

となる。また、式 (4.76) を積分すると、

θs(z) = θs(0) +
Ω2

s

2
B(z) +

1

2

∫ z

0
β
(2)
0 (ζ) p2(ζ) dζ (4.89)

となる。ところで、式 (4.86)より∫ z

0
β
(2)
0 (ζ) p2(ζ) dζ =

∫ z

0

p20 β
(2)
0 (ζ)

1− p20B(ζ){2C0 − p20(1 + C2
0)B(ζ)}

dζ (4.90)

となる。x(ζ) = C0 − p20(1 + C2
0)B(ζ) とおくと、dx = −p20(1 + C2

0)β
(2)
0 (ζ)dζ とな

り、上式は ∫ x(z)

C0

1

1− C0 − x

1 + C2
0

(C0 + x)

(
− dx

1 + C2
0

)

= −
∫ x(z)

C0

dx

1 + x2
= −

[
tan−1 x

]x(z)
C0

= − tan−1{C0 − p20(1 + C2
0)B(z)}+ tan−1C0 (4.91)

となる。式 (4.91)を (4.89)に代入すると、

θs(z) = θs(0) +
Ω2

s

2
B(z)− 1

2
[tan−1{C0 − p20(1 + C2

0)B(z)} − tan−1C0]

(4.92)

となる。
また、式 (4.22)より、t0(0) = Tk + δTs、θs(0) = ϕs であることを考慮すると、

u0(z, t− [Tk + ts(z)]) = A(z) f(τ) exp

[
i

{
C(z)

2
τ 2 + θs(z)− θ′s(z)

}]

= A(z) f(τ) exp

[
i

{
C(z)

2
τ 2

−1

2
(tan−1{C0 − p20(1 + C2

0)B(z)} − tan−1C0

}]
(4.93)

ts(z) = t0(z)− Tk = δTs + ΩsB(z) (4.94)

θ′s(z) = ϕs +
Ω2

s

2
B(z) (4.95)
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となる。また、式 (4.65)、(4.70)、(4.24)よりパルスのエネルギーは∫ ∞

−∞
|uL(z, t)|2dt =

∫ ∞

−∞
A2(z) f 2(τ) dt

=
A2(z)

p(z)

∫ ∞

−∞
f 2(τ) dτ

=
A2(z)

p(z)

∫ ∞

−∞
exp(−τ 2) dτ

=
√
π
A2(z)

p(z)
= 1 (4.96)

となる。よって、

A(z) =

√√√√p(z)√
π

(4.97)

となる。z = 0 とおいた式 (4.97)を (4.87)に代入すると、

A(z) =

√√√√ p0√
π[1− p20B(z){2C0 − p20(1 + C2

0)B(z)}]
(4.98)

となる。よって、C0 = 0 の場合に、t′ = t− [Tk + ts(z)] とおくと、式 (4.93)は

u0(z, t
′) =

√√√√ p0√
π[1 + {p20B(z)}2]

exp

[
− p20
2[1 + {p20B(z)}2]

{1 + ip20B(z)}t′2
]

× exp
[
i

2
tan−1{p20B(z)}

]
(4.99)

となる。一方、

u0(0, t) =

√
p0√
π

exp

(
−p

2
0

2
t2
)

(4.100)

を初期値として、左辺を零とおいた式 (4.20)をフーリエ変換を使って解くことに
しよう。式 (4.100)をフーリエ変換すると、

û0(0,∆ω) =
1√√
πp0

exp

{
−(∆ω)2

2p20

}
(4.101)

となる。式 (4.101)を (4.29)に代入すると、

û0(z,∆ω) =
1√√
πp0

exp

{
−1− ip20B(z)

2p20
(∆ω)2

}
(4.102)
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となる。上式を逆フーリエ変換し、

u0(z, t) =

√
p0√

π{1− ip20B(z)}
exp

[
− p20
2{1− ip20B(z)}

t2
]

(4.103)

を得る。もちろん、式 (4.103)は (4.99)と一致する。式 (4.103)において、β(2)
0 を

定数とすると、　

u0(z, t) =

√
p0√

π{1− i(z − z∗)/zd}
exp

[
− p20
2{1− i(z − z∗)/zd}

t2
]

(4.104)

となる。ここで、z∗ は前置分散補償を考慮した場合に、z = 0 からの累積分散が
0 となる距離である。また、zd = (p20β

(2)
0 )−1 は分散距離である。

4.4 コヒーレント検波
受信器において、受信光 U(L, t) はまず光フィルタによって波長チャネル毎に分
波される。次に、コヒーレント検波器でチャネル毎に分離された信号光は局部発
振連続光と合波される。バランス・ホモダイン検波を想定し、受信光と局部発振
光の角周波数 ω は完全に一致していると仮定する。局部発振光の振幅を aL とし、
光電変換には二乗検波特性を持つ光検出器を用いるとすると、バランス干渉計の
2つのア―ムの出力で検出される光電流はそれぞれ

I±(t) =
ηe

h̄ω

∣∣∣∣∣ aL√2
± U(L, t)√

2

∣∣∣∣∣
2

(4.105)

となる。ここで、e は電子のもつ電荷量であり、η は光検出器の量子効率である。
2つのア―ムからの出力電流を引き算すると、

If (t) = I+(t)− I−(t)

=
ηe

h̄ω
{aLU∗(L, t) + a∗LU(L, t)}

= AL U
∗(L, t) + A∗

L U(L, t)

= 2 Re[A∗
L U(L, t)]

= 2 Re[If (t)] (4.106)

となり、局部発振光と信号光の積が得られる。ここで、AL = [ηe/(h̄ω)]aL である。
その後、If (t) は光検出器の後段に配置された電気フィルタを通過した後、

I ′
f (t) =

∫ ∞

−∞
u∗f (τ − t) If (τ) dτ

= A∗
L

∫ ∞

−∞
u∗f (τ − t) U(L, τ) dτ

= A∗
L

∫ ∞

−∞
û∗f (∆ω) Û(L,∆ω) exp(−i∆ωt) d(∆ω) (4.107)
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となる。ここで、uf (t) は電気フィルタのインパルス応答であり、その伝達関数
ûf (∆ω) の逆フーリエ変換で与えられる。

uf (t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
ûf (∆ω) exp(−i∆ωt) d(∆ω) (4.108)

このとき、t = Tk における検波された光電流の標本値は、式 (4.107)より

Ik = I ′
f (t = Tk)

= A∗
L

∫ ∞

−∞
û∗f (∆ω) Û(L,∆ω) exp(−i∆ωTk) d(∆ω) (4.109)

となる。
ところで、受信器において、受信光 U(L, t) のうち、光フィルタによって s = 0

の波長チャネルが取り出されるものとする。このとき、式 (4.22)より受信信号に
対応する送信信号は

u(0, t) =
∑
k

a
(0)
k u0(0, t− Tk) (4.110)

である。次に、電気フィルタの伝達関数が次式で与えられるとする。

ûf (∆ω) = û0(0,∆ω) exp

{
i
(∆ω)2

2
B(L)

}
(4.111)

このとき、電気フィルタのインパルス応答は

uf (t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
û0(0,∆ω) exp

[
i

{
(∆ω)2

2
B(L)− (∆ω)t

}]
d(∆ω) (4.112)

となる。まず、式 (4.61)および (4.111)を (4.109)に代入すると、

Ik = A∗
L

∫ ∞

−∞
û∗0(0,∆ω) exp(−i∆ωTk) [û(0,∆ω) + ∆̂u

′
pert(L,∆ω)] d(∆ω)

= A∗
L

∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tk) [u(0, t) + ∆u′pert(L, t)] dt (4.113)

となる。さらに、式 (4.110)を代入して (4.24)を用いると、

Ik = A∗
L

[∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tk)

{∑
k′
a
(0)
k′ u0(0, t− Tk′)

}
dt

+
∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tk) ∆u

′
pert(L, t) dt

]
= A∗

L[a
(0)
k +∆a

(0)
k ] (4.114)

となる。よって、s = 0 の波長チャネルの k 番目のパルスの複素情報信号 a
(0)
k が

取り出されることが分かる。ここで、

∆a
(0)
k =

∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tk) ∆u

′
pert(L, t) dt

=
∫ ∞

−∞
û∗0(0,∆ω) ∆̂u

′
pert(L,∆ω) exp(−i∆ωTk) d(∆ω) (4.115)
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は情報信号 a
(0)
k に加わる雑音および非線形歪みを表す。また、式 (4.41)および

(4.63)より

∆u′pert(L, t) = −i {u′NS(L, t)− u′NL(L, t)}

= − i√
2π

∫ ∞

−∞

(∫ L

0

[
n̂(ζ,∆ω)√
Ea0(ζ)

− γE
2π
a20(ζ)

×
{∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ûL(ζ,∆ω1) û

∗
L(ζ,∆ω2) ûL(ζ,∆ω −∆ω1 +∆ω2) d(∆ω1) d(∆ω2)

}]
× exp

[
−i
{
(∆ω)2

2
B(ζ)

}]
dζ

)
exp(−i∆ωt) d(∆ω) (4.116)

である。

4.5 マスター方程式
式 (4.115)、(4.116)より

∆a
(0)
k = ∆a

(0)
k,NS

+∆a
(0)
k,NL

(4.117)

と書くことができる。ここで、

∆a
(0)
k,NS

= −i
∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tk) u

′
NS(L, t) dt

= − i√
E

∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tk)

{∫ L

0

n(z, t)

a0(z)
dz

}
dt (4.118)

∆a
(0)
k,NL

= i
∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tk) u

′
NL(L, t) dt

= i
γE

(2π)3/2

∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tk)

[∫ ∞

−∞

(∫ L

0
a20(z)

×
{∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ûL(z,∆ω1) û

∗
L(z,∆ω2) ûL(z,∆ω −∆ω1 +∆ω2) d(∆ω1) d(∆ω2)

}
× exp

[
−i
{
(∆ω)2

2
B(z) + (∆ω)t

}]
dz

)
d(∆ω)

]
dt (4.119)

である。式 (4.119)の t に関する積分を実行すると、

∆a
(0)
k,NL

= i
γE
2π

∫ ∞

−∞

(∫ L

0
a20(z)

×
{∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ûL(z,∆ω1) û

∗
L(z,∆ω2) ûL(z,∆ω −∆ω1 +∆ω2) d(∆ω1) d(∆ω2)

}
× û∗0(0,∆ω) exp

[
−i
{
(∆ω)2

2
B(z) + (∆ω)Tk

}]
dz

)
d(∆ω) (4.120)
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となる。さらに、上式に

ûL(z,∆ω −∆ω1 +∆ω2) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
uL(z, t) exp{i(∆ω −∆ω1 +∆ω2)t} dt

(4.121)

を代入し、

u∗0(z, t− Tk) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
û∗0(0,∆ω) exp

[
−i
{
(∆ω)2

2
B(z)− (∆ω)(t− Tk)

}]
d(∆ω)

(4.122)

であることを用いると、式 (4.120)は

∆a
(0)
k,NL

= i
γE

(2π)3/2

∫ ∞

−∞

(∫ L

0
a20(z)

{∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ûL(z,∆ω1) û

∗
L(z,∆ω2)

×
[∫ ∞

−∞
uL(z, t) exp{i(∆ω −∆ω1 +∆ω2)t} dt

]
d(∆ω1) d(∆ω2)

}
× û∗0(0,∆ω) exp

[
−i
{
(∆ω)2

2
B(z) + (∆ω)Tk

}]
dz

)
d(∆ω)

= iγE
∫ L

0
a20(z)

(∫ ∞

−∞

{
1√
2π

∫ ∞

−∞
ûL(z,∆ω1) exp(−i∆ω1t) d(∆ω1)

}

×
{

1√
2π

∫ ∞

−∞
û∗L(z,∆ω2) exp(i∆ω2t) d(∆ω2)

}
uL(z, t)

×
[

1√
2π

∫ ∞

−∞
û∗0(0,∆ω) exp

[
−i
{
(∆ω)2

2
B(z)− (∆ω)(t− Tk)

}]
d(∆ω)

]
dt

)
dz

= iγE
∫ L

0
a20(z)

{∫ ∞

−∞
|uL(z, t)|2 uL(z, t) u

∗
0(z, t− Tk) dt

}
dz (4.123)

となる。以下では、式 (4.118)および (4.123)からASE雑音および非線形干渉雑音
の大きさを求めていこう。

4.6 ASE雑音の影響
式 (4.118)の二乗平均値は

⟨|∆a(0)k,NS
|2⟩ =

⟨
1

E

[∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tk)

{∫ L

0

n(z, t)

a0(z)
dz

}
dt

]

×
[∫ ∞

−∞
u0(0, t

′ − Tk)

{∫ L

0

n∗(z′, t′)

a0(z′)
dz′
}
dt′
]⟩

=
1

E

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tk) u0(0, t

′ − Tk)
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×
{∫ L

0

∫ L

0

⟨n(z, t)n∗(z′, t′)⟩
a0(z)a0(z′)

dz dz′
}
dt dt′

(4.124)

となる。上式に式 (4.4)を代入し、

⟨|∆a(0)k,NS
|2⟩ =

1

E

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tk) u0(0, t

′ − Tk)

×
{∫ L

0

∫ L

0

C(z, t− t′) δ(z − z′)

a0(z)a0(z′)
dz dz′

}
dt dt′

=
1

E

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tk) u0(0, t

′ − Tk)

{∫ L

0

C(z, t− t′)

a20(z)
dz

}
dt dt′

=
1

E

∫ L

0

1

a20(z)

{∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tk) u0(0, t

′ − Tk) C(z, t− t′) dt dt′
}
dz

(4.125)

となる。さらに、式 (4.5)を代入すると、

⟨|∆a(0)k,NS
|2⟩ =

1√
2πE

∫ L

0

1

a20(z)

{∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tk) u0(0, t

′ − Tk)

×
[∫ ∞

−∞
Ĉ(z,∆ω) exp{−i∆ω(t− t′)} d(∆ω)

]
dt dt′

}
dz

=

√
2π

E

∫ L

0

1

a20(z)

[∫ ∞

−∞

{
1√
2π

∫ ∞

−∞
u∗0(0, t− Tk) exp(−i∆ωt) dt

}

×
{

1√
2π

∫ ∞

−∞
u0(0, t

′ − Tk) exp(i∆ωt′) dt′
}
Ĉ(z,∆ω) d(∆ω)

]
dz

=

√
2π

E

∫ L

0

1

a20(z)

[∫ ∞

−∞
û∗0(0,∆ω) exp(−i∆ωTk)

×û0(0,∆ω) exp(i∆ωTk) Ĉ(z,∆ω) d(∆ω)
]
dz

=

√
2π

E

∫ L

0

1

a20(z)

{∫ ∞

−∞
|û∗0(0,∆ω)|2 Ĉ(z,∆ω) d(∆ω)

}
dz (4.126)

となり、 k に依存しない値となる。基本パルスの帯域内で、Ĉ(z,∆ω) ≃ Ĉ(z, 0)

と近似し、さらに、式 (4.27)を用いると、上式は

⟨|∆a(0)k,NS
|2⟩ ≃

√
2π

E

∫ L

0

Ĉ(z, 0)

a20(z)
dz

{∫ ∞

−∞
|û∗0(0,∆ω)|2 d(∆ω)

}

=

√
2π

E

∫ L

0

Ĉ(z, 0)

a20(z)
dz (4.127)

となり、雑音の影響については、⟨|∆a(0)k,NS
|2⟩ ∝ E−1 となることが分かる。さらに、

式 (4.3)および (4.13)を代入すると、

⟨|∆a(0)k,NS
|2⟩ = h̄ω0

E

∫ L

0
g(z)nsp(z, 0) exp

{
−2

∫ z

0
g(ζ) dζ

}
dz (4.128)
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となる。特に、nsp を定数と見なし、g(z) = −α (α は定数)の場合には、

⟨|∆a(0)k,NS
|2⟩ =

h̄ω0nspα

E

∫ L

0
exp(2αz) dz

=
h̄ω0nspα

E
exp(2αL)− 1

2α

=
h̄ω0nspαLeff exp(2αL)

E
(4.129)

となる。上式を導くに際して式 (3.96)を用いた。

4.7 チャネル内相互作用の影響
まず、チャネル内の非線形相互作用の影響について考えよう。式 (4.64)のうち、

s = 0 のチャネルのみを取り出すと、

uL(z, t) =
∑
k

a
(0)
k u0(z, t− Tk) (4.130)

となる。式 (4.130)を (4.123)に代入すると、

∆a
(0)
k,intra = iγE

∫ L

0
a20(z)

[∫ ∞

−∞
u∗0(z, t− Tk)

{∑
ℓ

a
(0)
ℓ u0(z, t− Tℓ)

}

×
{∑

m

a(0)∗m u∗0(z, t− Tm)

} {∑
n

a(0)n u0(z, t− Tn)

}
dt

]
dz

= iγE
∑
ℓ

∑
m

∑
n

a
(0)
ℓ a(0)∗m a(0)n

∫ L

0
a20(z)

×
[∫ ∞

−∞
u∗0(z, t− Tk) u0(z, t− Tℓ) u

∗
0(z, t− Tm) u0(z, t− Tn) dt

]
dz

(4.131)

となる。チャネル内相互作用の影響については、|∆a(0)k,intra|2 ∝ E2 となることが分
かる。 次章で詳しく示すように、チャネル内相互作用の影響は様々な非線形補償
法によって補償することが可能である。よって、以下に行う最大チャネル容量の
議論には、チャネル内相互作用の影響は含めないことにする。

4.8 チャネル間相互位相変調の影響 (I)

式 (4.64)より

|uL(z, t)|2 uL(z, t)
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=
∑
s1

∑
ℓ

a
(s1)
ℓ u0(z, t− [Tℓ + ts1(z)]) exp[−i{Ωs1t− θs1(z)}]

×
∑
s2

∑
m

a(s2)∗m u∗0(z, t− [Tm + ts2(z)]) exp[i{Ωs2t− θs2(z)}]

×
∑
s3

∑
n

a(s)n u0(z, t− [Tn + ts3(z)]) exp[−i{Ωs3t− θs3(z)}]

=
∑
s1

∑
s2

∑
s3

∑
ℓ

∑
m

∑
n

a
(s1)
ℓ a(s2)∗m a(s3)n

×u0(z, t− [Tℓ + ts1(z)]) u
∗
0(z, t− [Tm + ts2(z)]) u0(z, t− [Tn + ts3(z)])

× exp(−i[(Ωs1 − Ωs2 + Ωs3)t− {θs1(z)− θs2(z) + θs3(z)}]) (4.132)

となる。受信信号のうちで、s = 0 のチャネルの帯域のみが光フィルタによって取
り出されるので、式 (4.132)の信号のうちで、

Ωs1 − Ωs2 + Ωs3 = 0 (4.133)

となる信号のみがコヒーレント受信される。よって、式 (4.132)のうち、

|uL(z, t)|2 uL(z, t)

=
∑
s1

∑
s2

∑
ℓ

∑
m

∑
n

a
(s1)
ℓ a(s2)∗m a(s3)n exp[i{θs1(z)− θs2(z) + θs3(z)}]

×u0(z, t− [Tℓ + ts1(z)]) u
∗
0(z, t− [Tm + ts2(z)]) u0(z, t− [Tn + ts3(z)])

(4.134)

だけが受信される。さらに、相互位相変調 (XPM)の項のみを考えるために、Ωs1 = Ωs2

とすると、式 (4.133)より、Ωs3 = 0 となるので、 式 (4.134)は

|uL(z, t)|2 uL(z, t) =
∑
s

∑
ℓ

∑
m

∑
n

a
(s)
ℓ a(s)∗m a(0)n

×u0(z, t− [Tℓ + ts(z)]) u
∗
0(z, t− [Tm + ts(z)]) u0(z, t− Tn) (4.135)

となる。ここで、s1 = s2 = s, s3 = 0とおいた。式 (4.135)を (4.123)に代入すると、

∆a
(0)
k,XPM

=
∑
s

∆a
(0)
k,XPM,s (4.136)

となる。ここで、

∆a
(0)
k,XPM,s = iγE

∑
ℓ

∑
m

∑
n

a
(s)
ℓ a(s)∗m a(0)n

∫ L

0
a20(z)

×
{∫ ∞

−∞
u0(z, t− [Tℓ + ts(z)]) u

∗
0(z, t− [Tm + ts(z)])

×u0(z, t− Tn) u
∗
0(z, t− Tk) dt

}
dz (4.137)
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である。さらに、ℓ と m の入れ換えをまとめて数えることにすると、

∆a
(0)
k,XPM,s = 2iγ

E
T

∑
ℓ

∑
m

∑
n

a
(s)
ℓ a(s)∗m a(0)n Cℓ,m,n (4.138)

となる。ここで、

Cℓ,m,n = T
∫ L

0
a20(z) Iℓ,m,n(z) dz (4.139)

であり、

Iℓ,m,n(z) =
∫ ∞

−∞
u0(z, t− [Tℓ + ts(z)]) u

∗
0(z, t− [Tm + ts(z)])

×u0(z, t− Tn) u
∗
0(z, t− Tk) dt (4.140)

である。
複素情報信号 a

(s)
ℓ および a(s)m の位相は、ランダムであり、それらの間には統計

的に次式が成り立つものとする。

⟨a(s)ℓ a(s)m ⟩ = 0 (4.141)

⟨a(s)ℓ a(s)∗m ⟩ = ⟨|a(s)ℓ |2⟩δℓ,m (4.142)

また、∆a
(0)
k,XPM,s を平均値 ⟨∆a(0)k,XPM,s⟩ とそのまわりの平均値 0 の変動値 δa

(0)
k,XPM,s

に分離し、

∆a
(0)
k,XPM,s = ⟨∆a(0)k,XPM,s⟩+ δa

(0)
k,XPM,s (4.143)

と表すことにしよう。このとき、式 (4.138)、(4.142)より平均値は

⟨∆a(0)k,XPM,s⟩ =

⟨
2iγ

E
T

∑
ℓ

∑
m

∑
n

a
(s)
ℓ a(s)∗m a(0)n Cℓ,m,n

⟩

= 2iγ
E
T

∑
ℓ

∑
m

∑
n

⟨a(s)ℓ a(s)∗m ⟩ a(0)n Cℓ,m,n

= 2iγ
E
T

∑
ℓ

∑
n

⟨|a(s)ℓ |2⟩ a(0)n Cℓ,ℓ,n (4.144)

と求められる。一方、δa(0)k,XPM,s の二乗平均値は

⟨|δa(0)k,XPM,s|2⟩

= ⟨|∆a(0)k,XPM,s − ⟨∆a(0)k,XPM,s⟩|2⟩

= ⟨(∆a(0)k,XPM,s − ⟨∆a(0)k,XPM,s⟩)(∆a
(0)∗
k,XPM,s − ⟨∆a(0)∗k,XPM,s⟩)⟩

= 4γ2
E2

T 2

⟨∑
ℓ

∑
m

∑
n

∑
ℓ′

∑
m′

∑
n′
a
(s)
ℓ a(s)∗m a(0)n a

(s)∗
ℓ′ a

(s)
m′a

(0)∗
n′ Cℓ,m,nC

∗
ℓ′,m′,n′
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−
∑
ℓ

∑
m

∑
n

∑
ℓ′

∑
n′
a
(s)
ℓ a(s)∗m a(0)n ⟨|a(s)ℓ′ |2⟩a

(0)∗
n′ Cℓ,m,nC

∗
ℓ′,ℓ′,n′

−
∑
ℓ

∑
n

∑
ℓ′

∑
m′

∑
n′
⟨|a(s)ℓ |2⟩a(0)n a

(s)∗
ℓ′ a

(s)
m′a

(0)∗
n′ Cℓ,ℓ,nC

∗
ℓ′,m′,n′

+
∑
ℓ

∑
n

∑
ℓ′

∑
n′
⟨|a(s)ℓ |2⟩a(0)n ⟨|a(s)ℓ′ |2⟩a

(0)∗
n′ Cℓ,ℓ,nC

∗
ℓ′,ℓ′,n′

⟩

= 4γ2
E2

T 2

{∑
ℓ

∑
m

∑
n

∑
ℓ′

∑
m′

∑
n′
⟨a(s)ℓ a(s)∗m a(0)n a

(s)∗
ℓ′ a

(s)
m′a

(0)∗
n′ ⟩Cℓ,m,nC

∗
ℓ′,m′,n′

−
∑
ℓ

∑
m

∑
n

∑
ℓ′

∑
n′
⟨|a(s)ℓ′ |2⟩⟨a

(s)
ℓ a(s)∗m a(0)n a

(0)∗
n′ ⟩Cℓ,m,nC

∗
ℓ′,ℓ′,n′

−
∑
ℓ

∑
n

∑
ℓ′

∑
m′

∑
n′
⟨|a(s)ℓ |2⟩⟨a(0)n a

(s)∗
ℓ′ a

(s)
m′a

(0)∗
n′ ⟩Cℓ,ℓ,nC

∗
ℓ′,m′,n′

+
∑
ℓ

∑
n

∑
ℓ′

∑
n′
⟨|a(s)ℓ |2⟩⟨|a(s)ℓ′ |2⟩⟨a(0)n a

(0)∗
n′ ⟩Cℓ,ℓ,nC

∗
ℓ′,ℓ′,n′

}

= 4γ2
E2

T 2

{∑
ℓ

∑
m

∑
n

∑
ℓ′

∑
m′

∑
n′
⟨a(s)ℓ a(s)∗m a

(s)∗
ℓ′ a

(s)
m′⟩⟨a(0)n a

(0)∗
n′ ⟩Cℓ,m,nC

∗
ℓ′,m′,n′

−
∑
ℓ

∑
m

∑
n

∑
ℓ′

∑
n′
⟨|a(s)ℓ′ |2⟩⟨a

(s)
ℓ a(s)∗m ⟩⟨a(0)n a

(0)∗
n′ ⟩Cℓ,m,nC

∗
ℓ′,ℓ′,n′

−
∑
ℓ

∑
n

∑
ℓ′

∑
m′

∑
n′
⟨|a(s)ℓ |2⟩⟨a(s)∗ℓ′ a

(s)
m′⟩⟨a(0)n a

(0)∗
n′ ⟩Cℓ,ℓ,nC

∗
ℓ′,m′,n′

+
∑
ℓ

∑
n

∑
ℓ′

∑
n′
⟨|a(s)ℓ |2⟩⟨|a(s)ℓ′ |2⟩⟨a(0)n a

(0)∗
n′ ⟩Cℓ,ℓ,nC

∗
ℓ′,ℓ′,n′

}

= 4γ2
E2

T 2

∑
n

⟨|a(0)n |2⟩
{∑

ℓ

∑
m

∑
ℓ′

∑
m′

⟨a(s)ℓ a(s)∗m a
(s)∗
ℓ′ a

(s)
m′⟩Cℓ,m,nC

∗
ℓ′,m′,n

−
∑
ℓ

∑
m

∑
ℓ′
⟨|a(s)ℓ′ |2⟩⟨a

(s)
ℓ a(s)∗m ⟩Cℓ,m,nC

∗
ℓ′,ℓ′,n

−
∑
ℓ

∑
ℓ′

∑
m′

⟨|a(s)ℓ |2⟩⟨a(s)∗ℓ′ a
(s)
m′⟩Cℓ,ℓ,nC

∗
ℓ′,m′,n

+
∑
ℓ

∑
ℓ′
⟨|a(s)ℓ |2⟩⟨|a(s)ℓ′ |2⟩Cℓ,ℓ,nC

∗
ℓ′,ℓ′,n

}

= 4γ2
E2

T 2

∑
n

⟨|a(0)n |2⟩

∑
ℓ

∑
m( ̸=ℓ)

⟨|a(s)ℓ |2|a(s)m |2⟩|Cℓ,m,n|2

+
∑
ℓ

∑
ℓ′
⟨|a(s)ℓ |2|a(s)ℓ′ |2⟩Cℓ,ℓ,nC

∗
ℓ′,ℓ′,n

−
∑
ℓ

∑
ℓ′
⟨|a(s)ℓ |2⟩⟨|a(s)ℓ′ |2⟩Cℓ,ℓ,nC

∗
ℓ′,ℓ′,n

−
∑
ℓ

∑
ℓ′
⟨|a(s)ℓ |2⟩⟨|a(s)ℓ′ |2⟩Cℓ,ℓ,nC

∗
ℓ′,ℓ′,n

+
∑
ℓ

∑
ℓ′
⟨|a(s)ℓ |2⟩⟨|a(s)ℓ′ |2⟩Cℓ,ℓ,nC

∗
ℓ′,ℓ′,n

}
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= 4γ2
E2

T 2

∑
n

⟨|a(0)n |2⟩

∑
ℓ

∑
m( ̸=ℓ)

⟨|a(s)ℓ |2⟩⟨|a(s)m |2⟩|Cℓ,m,n|2

+
∑
ℓ

⟨|a(s)ℓ |4⟩|Cℓ,ℓ,n|2 +
∑
ℓ

∑
ℓ′ (̸=ℓ)

⟨|a(s)ℓ |2⟩⟨|a(s)ℓ′ |2⟩ Cℓ,ℓ,nC
∗
ℓ′,ℓ′,n

−
∑
ℓ

∑
ℓ′
⟨|a(s)ℓ |2⟩⟨|a(s)ℓ′ |2⟩ Cℓ,ℓ,nC

∗
ℓ′,ℓ′,n

}

= 4γ2
E2

T 2

∑
n

⟨|a(0)n |2⟩

∑
ℓ

∑
m( ̸=ℓ)

⟨|a(s)ℓ |2⟩⟨|a(s)m |2⟩|Cℓ,m,n|2

+
∑
ℓ

⟨|a(s)ℓ |4⟩|Cℓ,ℓ,n|2 −
∑
ℓ

(⟨|a(s)ℓ |2⟩)2|Cℓ,ℓ,n|2
}

= 4γ2
E2

T 2

∑
n

⟨|a(0)n |2⟩

∑
ℓ

∑
m( ̸=ℓ)

⟨|a(s)ℓ |2⟩⟨|a(s)m |2⟩|Cℓ,m,n|2

+
∑
ℓ

{⟨|a(s)ℓ |4⟩ − (⟨|a(s)ℓ |2⟩)2} |Cℓ,ℓ,n|2
}

(4.145)

となる。ところで、a(s)k はランダム変数であるので、⟨|a(s)k |2m⟩, (m = 1, 2) は k

に依存しない値 ⟨|a(s)|m⟩ に置き換えることができる。よって、式 (4.144)および
(4.145)は

⟨∆a(0)k,XPM,s⟩ = 2iγ
E
T
⟨|a(s)|2⟩

∑
ℓ

∑
n

a(0)n Cℓ,ℓ,n (4.146)

⟨|δa(0)k,XPM,s|2⟩ = 4γ2
E2

T 2
⟨|a(0)|2⟩

(⟨|a(s)|2⟩)2∑
ℓ

∑
m( ̸=ℓ)

∑
n

|Cℓ,m,n|2

+ {⟨|a(s)|4⟩ − (⟨|a(s)|2⟩)2}
∑
ℓ

∑
n

|Cℓ,ℓ,n|2
}

(4.147)

となる。

4.9 任意の入力パルス波形の線形伝搬
任意の入力パルス波形の線形伝搬を表す解を停留位相法を適用して求めてみよ
う。式 (4.54)より

u0(z, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
û0(0,∆ω) exp

[
i

{
(∆ω)2

2
B(z)− (∆ω)t

}]
d(∆ω) (4.148)
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である。ここで、

û0(0,∆ω) = |û0(∆ω)| exp{iϕ(∆ω)} (4.149)

とおくと、式 (4.148)は

u0(z, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
|û0(∆ω)| exp{iψ(∆ω)} d(∆ω) (4.150)

となる。ここで、

ψ(∆ω) = ϕ(∆ω) +
(∆ω)2

2
B(z)− (∆ω)t (4.151)

である。このとき、

∂{ψ(∆ω)}
∂(∆ω)

=
∂{ϕ(∆ω)}
∂(∆ω)

+B(z) (∆ω)− t ≃ B(z) (∆ω)− t (4.152)

∂2{ψ(∆ω)}
∂(∆ω)2

=
∂2{ϕ(∆ω)}
∂(∆ω)2

+B(z) ≃ B(z) (4.153)

となる。ここで、パルスの中心スペクトル付近では、∂{ϕ(∆ω)}/∂(∆ω) ≃ 0、
∂2{ϕ(∆ω)}/∂(∆ω)2 ≃ 0 であることを用いた。式 (4.152)が零となる角周波数は

∆ω =
t

B(z)
(4.154)

である。式 (4.150)の積分範囲で、この角周波数付近の被積分関数値のみが積分値
に寄与する。よって、式 (4.151)を ∆ω のまわりでテーラー展開し、2次の項まで
で近似し、さらに、|û0(∆ω)| ≃ |û0(∆ω)| と近似すると、

u0(z, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
|û0(∆ω)| exp

[
i

{
ψ(∆ω) +

1

2

∂2{ψ(∆ω)}
∂(∆ω)2

∣∣∣∣∣
∆ω=∆ω

(∆ω −∆ω)2
}]

d(∆ω)

=
1√
2π

|û0(∆ω)| exp{iψ(∆ω)}
∫ ∞

−∞
exp

{
i

2

∂2{ψ(∆ω)}
∂(∆ω)2

∣∣∣∣∣
∆ω=∆ω

(∆ω −∆ω)2
}
d(∆ω)

(4.155)

となる。式 (4.151)に (4.154)を代入すると、

ψ(∆ω) =
B(z)

2

{
t

B(z)

}2

−
{

t

B(z)

}
t = − t2

2B(z)
(4.156)

となる。ここで、ϕ(∆ω) ≃ 0 であることを用いた。式 (4.153)と (4.156)を (4.155)

に代入すると、

u0(z, t) =
1√
2π

∣∣∣∣∣û0
(

t

B(z)

)∣∣∣∣∣ exp
{
−i t2

2B(z)

} ∫ ∞

−∞
exp

{
i

2
B(z)(∆ω −∆ω)2

}
d(∆ω)
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=
1√
2π

∣∣∣∣∣û0
(

t

B(z)

)∣∣∣∣∣ exp
{
−i t2

2B(z)

} ∫ ∞

−∞
exp

{
i

2
B(z)x2

}
dx

=
1√
2π

∣∣∣∣∣û0
(

t

B(z)

)∣∣∣∣∣ exp
{
−i t2

2B(z)

} √√√√√ π

− i

2
B(z)

=

√
i

B(z)
exp

{
−i t2

2B(z)

} ∣∣∣∣∣û0
(

t

B(z)

)∣∣∣∣∣ (4.157)

となる。入力パルス波形が式 (4.100)で与えられるガウス形パルスの場合について、
式 (4.101)を (4.157)に代入すると、

u0(z, t) =

√
i

B(z)
exp

{
−i t2

2B(z)

}
1√√
πp0

exp

− 1

2p20

{
t

B(z)

}2


=

√
i√

πp0B(z)
exp

[
− t2

2p20B
2(z)

{1 + ip20B(z)}
]

(4.158)

となり、式 (4.103)において、|p20B(z)| ≫ 1 とした場合に一致する。

4.10 チャネル間相互位相変調の影響 (II)

式 (4.157)を (4.140)に代入すると、

Iℓ,m,n(z) =
1

B2(z)

∫ ∞

−∞
exp

{
−i(t− [Tℓ + ts(z)])

2

2B(z)

} ∣∣∣∣∣û0
(
t− [Tℓ + ts(z)]

B(z)

)∣∣∣∣∣
× exp

{
i
(t− [Tm + ts(z)])

2

2B(z)

} ∣∣∣∣∣û0
(
t− [Tm + ts(z)]

B(z)

)∣∣∣∣∣
× exp

{
−i(t− Tn)

2

2B(z)

} ∣∣∣∣∣û0
(
t− Tn
B(z)

)∣∣∣∣∣ exp
{
i
(t− Tk)

2

2B(z)

} ∣∣∣∣∣û0
(
t− Tk
B(z)

)∣∣∣∣∣ dt
=

1

B2(z)

∫ ∞

−∞

× exp

{
−i(t− [Tℓ + ts(z)])

2 − (t− [Tm + ts(z)])
2 + (t− Tn)

2 − (t− Tk)
2

2B(z)

}

×
∣∣∣∣∣û0

(
t− [Tℓ + ts(z)]

B(z)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣û0

(
t− [Tm + ts(z)]

B(z)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣û0

(
t− Tn
B(z)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣û0

(
t− Tk
B(z)

)∣∣∣∣∣ dt
=

1

B2(z)
exp

{
−iT

2
ℓ − T 2

m + T 2
n − T 2

k + 2(Tℓ − Tm)ts(z)

2B(z)

}

×
∫ ∞

−∞
exp

{
i
Tℓ − Tm + Tn − Tk

B(z)
t

}

×
∣∣∣∣∣û0

(
t− [Tℓ + ts(z)]

B(z)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣û0

(
t− [Tm + ts(z)]

B(z)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣û0

(
t− Tn
B(z)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣û0

(
t− Tk
B(z)

)∣∣∣∣∣ dt
(4.159)
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となる。新しい変数

Ω̂ =
t− Tk
B(z)

(4.160)

を導入して変数変換を行うと、式 (4.159)は

Iℓ,m,n(z) =
1

|B(z)|
exp

[
−i(Tℓ − Tk)

2 − (Tm − Tk)
2 + (Tn − Tk)

2

2B(z)

]

× exp

[
−i{(Tℓ − Tk)− (Tm − Tk)} ts(z)

B(z)

]

×
∫ ∞

−∞
exp

[
i{(Tℓ − Tk)− (Tm − Tk) + (Tn − Tk)}Ω̂

]
×
∣∣∣∣∣û0

(
Ω̂− Tℓ − Tk + δTs

B(z)
− Ωs

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣û0

(
Ω̂− Tm − Tk + δTs

B(z)
− Ωs

)∣∣∣∣∣
×
∣∣∣∣∣û0

(
Ω̂− Tn − Tk

B(z)

)∣∣∣∣∣ ∣∣∣û0(Ω̂)∣∣∣ dΩ̂
(4.161)

となる。さらに、Tj′ = Tj − Tk, (j = ℓ,m, n) とすると、

Iℓ′,m′,n′(z) =

√
2π

|B(z)|
exp

{
−iT

2
ℓ′ − T 2

m′ + T 2
n′

2B(z)

}
exp

[
−i(Tℓ′ − Tm′)

{
Ωs +

δTs
B(z)

}]
Fℓ′,m′,n′(z)

(4.162)

となる。ここで、

Fℓ′,m′,n′(z) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
exp{i(Tℓ′ − Tm′ + Tn′)Ω̂} Kℓ′,m′,n′(z, Ω̂) dΩ̂ (4.163)

Kℓ′,m′,n′(z, Ω̂) =

∣∣∣∣∣û0
(
Ω̂− Tℓ′ + δTs

B(z)
− Ωs

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣û0

(
Ω̂− Tm′ + δTs

B(z)
− Ωs

)∣∣∣∣∣
×
∣∣∣∣∣û0

(
Ω̂− Tn′

B(z)

)∣∣∣∣∣ ∣∣∣û0(Ω̂)∣∣∣ (4.164)

である。Fℓ′,m′,n′(z) は Kℓ′,m′,n′(z, Ω̂) の逆フーリエ変換を表し、停留位相法の考え
方を適用すると、Tℓ′ − Tm′ + Tn′ = 0 となる時に積分への寄与が大きくなる。その
ため、以下では、Tm′ = Tℓ′ + Tn′ となる場合について考えることにしよう。また、
式 (4.162)は、Tk を基準とする相対的な時間差 Tj′ のみの関数であり、Tk を陽に
は含まないことから、Tk=0 = 0 の場合を考えればよいことが分かる。以下では、
Tk=0 = 0 として、Tj′ = Tj, (j = ℓ,m, n) の場合について考える。
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まず、式 (4.162)-(4.164)に Tm = Tℓ + Tn を代入すると、

Iℓ,ℓ+n,n(z) =
1

|B(z)|
exp

{
i
TℓTn
B(z)

}
exp

[
iTn

{
Ωs +

δTs
B(z)

}]

×
∫ ∞

−∞
Kℓ,ℓ+n,n(z, Ω̂) dΩ̂

=
1

|B(z)|
exp(iΩsTn) exp

{
i
(Tℓ + δTs)Tn

B(z)

}

×
∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣û0
(
Ω̂− Tℓ + δTs

B(z)
− Ωs

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣û0

(
Ω̂− Tn + Tℓ + δTs

B(z)
− Ωs

)∣∣∣∣∣
×
∣∣∣∣∣û0

(
Ω̂− Tn

B(z)

)∣∣∣∣∣ ∣∣∣û0(Ω̂)∣∣∣ dΩ̂ (4.165)

となる。
また、式 (4.143)で定義した δa

(0)
0,XPM,s は次式のようになる。式 (4.138)、(4.144)

より、

δa
(0)
0,XPM,s = 2iγ

E
T

∑
ℓ

∑
ℓ

a
(s)
ℓ a

(s)∗
ℓ a

(0)
0 Cℓ,ℓ,0 +

∑
ℓ

∑
ℓ+n

∑
n(̸=0)

a
(s)
ℓ a

(s)∗
ℓ+na

(0)
n Cℓ,ℓ+n,n

−
∑
ℓ

⟨|a(s)ℓ |2⟩ a(0)0 Cℓ,ℓ,0 −
∑
ℓ

∑
n(̸=0)

⟨|a(s)ℓ |2⟩ a(0)n Cℓ,ℓ,n


= 2iγ

E
T

a(0)0

∑
ℓ

|a(s)ℓ |2 Cℓ,ℓ,0 +
∑
ℓ

∑
n( ̸=0)

a
(s)
ℓ a

(s)∗
ℓ+na

(0)
n Cℓ,ℓ+n,n

− a
(0)
0

∑
ℓ

⟨|a(s)ℓ |2⟩ Cℓ,ℓ,0 − ⟨|a(s)|2⟩
∑
ℓ

∑
n( ̸=0)

a(0)n Cℓ,ℓ,n


= 2iγ

E
T

{
a
(0)
0

∑
ℓ

(|a(s)ℓ |2 − ⟨|a(s)ℓ |2⟩) Cℓ,ℓ,0

+
∑
ℓ

∑
n( ̸=0)

a
(s)
ℓ a

(s)∗
ℓ+na

(0)
n Cℓ,ℓ+n,n − ⟨|a(s)|2⟩

∑
ℓ

∑
n(̸=0)

a(0)n Cℓ,ℓ,n


(4.166)

となる。a(0)n はランダムな複素変数であるので、その和で表される上式の最終項
は零となる。よって、δa(0)0,XPM,s は次式のように 2つに分離することができる。

δa
(0)
0,XPM,s = 2γ

E
T
(A0 + A1) (4.167)

ここで、

A0 = ia
(0)
0

∑
ℓ

(|a(s)ℓ |2 − ⟨|a(s)ℓ |2⟩) Cℓ,ℓ,0 (4.168)

A1 = i
∑
ℓ

∑
n(̸=0)

a
(s)
ℓ a

(s)∗
ℓ+na

(0)
n Cℓ,ℓ+n,n (4.169)
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である。ところで、式 (4.165)で n = 0 とすると、Tn=0 = 0 であるので、

Iℓ,ℓ,0(z) =
1

|B(z)|

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣û0
(
Ω̂− Tℓ + δTs

B(z)
− Ωs

)∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣û0(Ω̂)∣∣∣2 dΩ̂ (4.170)

となる。この場合、Iℓ,ℓ,0 は実数となり、式 (4.139)より、Cℓ,ℓ,0 も実数となる。よっ
て、式 (4.168)に示す A0 は a

(0)
0 と直交しており、平均が零 (⟨|a(s)ℓ |2 − ⟨|a(s)ℓ |2⟩⟩ = 0)

の純粋な位相雑音を表す。また、パルス振幅が一定の純粋な位相変調方式では、
|a(s)ℓ |2 − ⟨|a(s)ℓ |2⟩ = 0 となるので、A0 = 0 である。一方、a(0)n や a

(s)
ℓ の位相対称性

から、A1 は対称的な位相分布を表し、純粋な位相変調を表す。よって、振幅揺ら
ぎに寄与する項は A1 のみであるが、振幅と位相が変調されたシステムでは、一
般的に A1 よりも A0 が支配的となる。
以下では、具体的なパルス波形を考えて、式 (4.165)に示した Iℓ,ℓ+n,n(z) を具体
的に計算してみよう。ナイキストWDM伝送を考え、基本パルスの周波数スペクト
ルは次式で与えられる帯域幅がチャネル間隔 W に等しい矩形スペクトルとする。

û0(0,∆ω) =


1√
Ω

|∆ω| < Ω/2

0 |∆ω| > Ω/2
(4.171)

このとき、û0(0,∆ω) は式 (4.27)を満足する。式 (4.171)を逆フーリエ変換すると、
基本パルスの時間波形は

u0(0, t) =
1√
2π

∫ Ω/2

−Ω/2

1√
Ω

exp(−i∆ωt) d(∆ω)

=
Ω√
2π

sinc
(
Ω

2
t
)

(4.172)

となる。式 (4.172)がナイキスト条件を満たすためには、シンボル間隔 T について、

ΩT = 2π (4.173)

となることが必要である。よって、T を用いると、式 (4.172)は

u0(0, t) =

√
2π

T
sinc

(
π

T
t
)

(4.174)

と表される。
式 (4.165)の右辺に表われる積分の被積分関数は、第 sチャネルの ℓ番目と ℓ+ n

番目のパルスおよび第 0 チャネルの 0 番目と n 番目のパルスの 4つのパルスが重
なっている場合にのみ非零となる。それらのパルスの時間的拡がりは、式 (4.160)、
(4.165)、(4.171)より、次式を t について解くことによって求められる。∣∣∣∣∣t− {Tℓ + δTs + ΩsB(z)}

B(z)

∣∣∣∣∣ ≤ Ω

2
(4.175)
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∣∣∣∣∣t− {Tn + Tℓ + δTs + ΩsB(z)}
B(z)

∣∣∣∣∣ ≤ Ω

2
(4.176)∣∣∣∣∣ t

B(z)

∣∣∣∣∣ ≤ Ω

2
(4.177)∣∣∣∣∣t− Tn

B(z)

∣∣∣∣∣ ≤ Ω

2
(4.178)

B(z) が任意の関数のままでは、4つのパルスが重なる時間幅を簡単に表すことは
難しい。そのため、B(z) が式 (4.104)と同様に、B(z) = β

(2)
0 (z − z∗) となる場合

について考える。まず、Tn > 0、β(2)
0 > 0、Ωs > 0 の場合について考える。図 4.1

の斜線は、式 (4.177)と (4.178)の表す領域が重なる領域を示す。

t

z - z*

0 Tn

a

b

A BC D

図 4.1: 式 (4.177)と (4.178)の表す領域が重なる領域

図 4.1中の 4本の直線は、式 (4.177)および (4.178)より、

A : t =
Ω

2
β
(2)
0 (z − z∗) (4.179)

B : t = −Ω

2
β
(2)
0 (z − z∗) (4.180)

C : t = Tn +
Ω

2
β
(2)
0 (z − z∗) (4.181)

D : t = Tn −
Ω

2
β
(2)
0 (z − z∗) (4.182)
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となる。よって、図 4.1中に示す 2本の直線の交点は、式 (4.179)-(4.182)より

a : A と D の交点 (t, z − z∗) =

(
Tn
2
,
Tn

Ωβ
(2)
0

)
(4.183)

b : B と C の交点 (t, z − z∗) =

(
Tn
2
,− Tn

Ωβ
(2)
0

)
(4.184)

となる。このとき、斜線部分は

z − z∗ >
Tn

Ωβ
(2)
0

のとき Tn −
Ω

2
β
(2)
0 (z − z∗) ≤ t ≤ Ω

2
β
(2)
0 (z − z∗) (4.185)

|z − z∗| < Tn

Ωβ
(2)
0

のとき なし (4.186)

z − z∗ < − Tn

Ωβ
(2)
0

のとき Tn +
Ω

2
β
(2)
0 (z − z∗) ≤ t ≤ −Ω

2
β
(2)
0 (z − z∗)

(4.187)

と表される。
図 4.2の斜線は、式 (4.175)と (4.176)の表す領域が重なる領域を示す。

t

z - z*

0

a

b

A BC D

Tl+δTs Tn+Tl+δTs

図 4.2: 式 (4.175)と (4.176)の表す領域が重なる領域

図 4.2中の 4本の直線は、式 (4.175)および (4.176)より、

A’ : t = Tℓ + δTs +
(
Ωs +

Ω

2

)
β
(2)
0 (z − z∗) (4.188)
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B’ : t = Tℓ + δTs +
(
Ωs −

Ω

2

)
β
(2)
0 (z − z∗) (4.189)

C’ : t = Tn + Tℓ + δTs +
(
Ωs +

Ω

2

)
β
(2)
0 (z − z∗) (4.190)

D’ : t = Tn + Tℓ + δTs +
(
Ωs −

Ω

2

)
β
(2)
0 (z − z∗) (4.191)

となる。よって、図 4.2中に示す 2本の直線の交点は、式 (4.188)-(4.191)より

a’ : A’ と D’ の交点 (t, z − z∗) =

(
Tn
2

+ Tℓ + δTs + Ωsβ
(2)
0 (z − z∗),

Tn

Ωβ
(2)
0

)
(4.192)

b’ : B’ と C’ の交点 (t, z − z∗) =

(
Tn
2

+ Tℓ + δTs + Ωsβ
(2)
0 (z − z∗),− Tn

Ωβ
(2)
0

)
(4.193)

となる。このとき、斜線部分は

z − z∗ >
Tn

Ωβ
(2)
0

のとき

Tn −
Ω

2
β
(2)
0 (z − z∗) ≤ t− {Tℓ + δTs + Ωsβ

(2)
0 (z − z∗)} ≤ Ω

2
β
(2)
0 (z − z∗)

(4.194)

|z − z∗| < Tn

Ωβ
(2)
0

のとき なし (4.195)

z − z∗ < − Tn

Ωβ
(2)
0

のとき

Tn +
Ω

2
β
(2)
0 (z − z∗) ≤ t− {Tℓ + δTs + Ωsβ

(2)
0 (z − z∗)} ≤ −Ω

2
β
(2)
0 (z − z∗)

(4.196)

と表される。
図 4.3の斜線は、式 (4.175)-(4.178)の表す領域が重なる領域を示す。
図 4.3中に示す 2本の直線の交点は、式 (4.179)-(4.182)、(4.188)-(4.191)より、
(i) z − z∗ > 0、かつ、点a’が点aよりも左にある、すなわち、Tℓ + δTs + Ωsβ

(2)
0 (z − z∗) < 0

のとき

c : D と A’ の交点 (t, z − z∗) =

(
Tn −

Ω

2(Ωs + Ω)
{Tn − (Tℓ + δTs)},

Tn − (Tℓ + δTs)

(Ωs + Ω)β
(2)
0

)
(4.197)

d : D と D’ の交点 (t, z − z∗) =

(
Tn +

Ω

2Ωs

(Tℓ + δTs),−
Tℓ + δTs

Ωsβ
(2)
0

)
(4.198)
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t

z - z*

0

a

b

A

BC

D A

BC

D

a

b

f
d e

de

f

c

c

図 4.3: 式 (4.175)-(4.178)の表す領域が重なる領域

e : A と A’ の交点 (t, z − z∗) =

(
− Ω

2Ωs

(Tℓ + δTs),−
Tℓ + δTs

Ωsβ
(2)
0

)
(4.199)

f : A と D’ の交点 (t, z − z∗) =

(
− Ω

2(Ωs − Ω)
(Tn + Tℓ + δTs),−

Tn + Tℓ + δTs

(Ωs − Ω)β
(2)
0

)
(4.200)

(ii) z − z∗ < 0、かつ、点b’が点bよりも右にある、すなわち、Tℓ + δTs + Ωsβ
(2)
0 (z − z∗) > 0

のとき

c’ : B と C’ の交点 (t, z − z∗) =

(
Ω

2(Ωs + Ω)
(Tn + Tℓ + δTs),−

Tn + Tℓ + δTs

(Ωs + Ω)β
(2)
0

)
(4.201)

d’ : B と B’ の交点 (t, z − z∗) =

(
Ω

2Ωs

(Tℓ + δTs),−
Tℓ + δTs

Ωsβ
(2)
0

)
(4.202)

e’ : C と C’ の交点 (t, z − z∗) =

(
Tn −

Ω

2Ωs

(Tℓ + δTs),−
Tℓ + δTs

Ωsβ
(2)
0

)
(4.203)
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f’ : C と B’ の交点 (t, z − z∗) =

(
Tn +

Ω

2(Ωs − Ω)
{Tn − (Tℓ + δTs)},−

Tn + Tℓ + δTs

(Ωs − Ω)β
(2)
0

)
(4.204)

となる。このとき、斜線部分の t 方向の幅、すなわち、4つのパルスが重なってい
る時間幅 ∆t は
(i) z > z∗、かつ、Tℓ + δTs + Ωsβ

(2)
0 (z − z∗) < 0 のとき

(i-1) 0 < z − z∗ < − Tℓ + δTs

(Ωs + Ω)β
(2)
0

のとき なし (4.205)

(i-2) − Tℓ + δTs

(Ωs + Ω)β
(2)
0

< z − z∗ < −Tℓ + δTs

Ωsβ
(2)
0

のとき

∆t = Ωβ
(2)
0 (z − z∗)− Tn + Tℓ + δTs + Ωsβ

(2)
0 (z − z∗) (4.206)

(i-3) −Tℓ + δTs

Ωsβ
(2)
0

< z − z∗ < −Tn + Tℓ + δTs

(Ωs − Ω)β
(2)
0

のとき

∆t = Ωβ
(2)
0 (z − z∗)− Tn − {Tℓ + δTs + Ωsβ

(2)
0 (z − z∗)} (4.207)

(i-4) −Tn + Tℓ + δTs

(Ωs − Ω)β
(2)
0

< z − z∗ < L− z∗のとき なし (4.208)

(ii) z < z∗、かつ、Tℓ + δTs + Ωsβ
(2)
0 (z − z∗) > 0 のとき

(ii-1) −Tn + Tℓ + δTs

(Ωs + Ω)β
(2)
0

< z − z∗ < 0のとき なし (4.209)

(ii-2) −Tℓ + δTs

Ωsβ
(2)
0

< z − z∗ < −Tn + Tℓ + δTs

(Ωs + Ω)β
(2)
0

のとき

∆t = −Ωβ
(2)
0 (z − z∗)− Tn − {Tℓ + δTs + Ωsβ

(2)
0 (z − z∗)} (4.210)

(ii-3)
Tn − (Tℓ + δTs)

(Ωs − Ω)β
(2)
0

< z − z∗ < −Tℓ + δTs

Ωsβ
(2)
0

のとき

∆t = −Ωβ
(2)
0 (z − z∗)− Tn + Tℓ + δTs + Ωsβ

(2)
0 (z − z∗) (4.211)

(ii-4) −z∗ < z − z∗ <
Tn − (Tℓ + δTs)

(Ωs − Ω)β
(2)
0

のとき なし (4.212)

と表される。なお、式 (4.207)、(4.211)の条件を満たす z は存在せず、以下では
考えない。式 (4.206)、(4.210)で表される時間幅 ∆tを、式 (4.160)を考慮して、
∆Ω̂ = ∆t/{β(2)

0 |z − z∗|} に変換すると、

(i-2) z > z∗、かつ、
Ω(Tℓ + δTs)

Ωs + Ω
< Tℓ + δTs + Ωsβ

(2)
0 (z − z∗) < 0 のとき

∆Ω̂ = Ω− Tn − {Tℓ + δTs + Ωsβ
(2)
0 (z − z∗)}

β
(2)
0 (z − z∗)

= Ω− Tn + |Tℓ + δTs + Ωsβ
(2)
0 (z − z∗)|

β
(2)
0 (z − z∗)

(4.213)
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(ii-2) z < z∗、かつ、0 < Tℓ + δTs + Ωsβ
(2)
0 (z − z∗) < −ΩsTn − Ω(Tℓ + δTs)

Ωs + Ω
の

とき

∆Ω̂ = Ω− Tn + Tℓ + δTs + Ωsβ
(2)
0 (z − z∗)

β
(2)
0 (z − z∗)

= Ω− Tn + |Tℓ + δTs + Ωsβ
(2)
0 (z − z∗)|

β
(2)
0 (z − z∗)

(4.214)

となる。Tn > 0、β(2)
0 > 0、Ωs > 0以外の場合についても同様に考えると、∆Ω̂は、

∆Ω̂ = Ω− |Tn|+ |Tℓ + δTs + Ωs|β(2)
0 |(z − z∗)|

|β(2)
0 |(z − z∗)

(4.215)

となる。式 (4.215)より、(4.165)は

Iℓ,ℓ+n,n(z) =
exp(iΩsTn)

|β(2)
0 (z − z∗)|Ω2

exp

[
i
(Tℓ + δTs)Tn

β
(2)
0 (z − z∗)

]

×Φ

Ω− |Tn|+ |Tℓ + δTs + Ωs|β(2)
0 |(z − z∗)|

|β(2)
0 |(z − z∗)


=

exp(iΩsTn)

|β(2)
0 (z − z∗)|Ω

exp

[
i
(Tℓ + δTs)Tn

β
(2)
0 (z − z∗)

]

×Φ

1− |Tn|+ |Tℓ + δTs + Ωs|β(2)
0 |(z − z∗)|

Ω|β(2)
0 |(z − z∗)

 (4.216)

となる。ここで、

Φ(x) =
x+ |x|

2
=

{
x (x > 0)

0 (x ≤ 0)
(4.217)

である。次に、分散距離 zd を

zd =
T 2

2πβ
(2)
0

(4.218)

で定義し、

s =
Ωs

Ω
=

ΩsT

2π
, k =

Tk
T

δs =
δTs
T

(
ただし、|δs| ≤

1

2

)
(4.219)

の関係を用いて、式 (4.216)を書き換えると、

Iℓ,ℓ+n,n(z) =
exp(i2πsn)

T

∣∣∣∣z − z∗

zd

∣∣∣∣ exp

i2πn ℓ+ δs
z − z∗

zd

Φ

1−
|n|+

∣∣∣∣ℓ+ δs + s
z − z∗

zd

∣∣∣∣∣∣∣∣z − z∗

zd

∣∣∣∣
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=
1

T

∣∣∣∣z − z∗

zd

∣∣∣∣ exp

i2nπ
ℓ+ δs + s

z − z∗

zd
z − z∗

zd

Φ

1−
|n|+

∣∣∣∣ℓ+ δs + s
z − z∗

zd

∣∣∣∣∣∣∣∣z − z∗

zd

∣∣∣∣


(4.220)

となる。
式 (4.147)において、 m = ℓ+ n とおくと、

⟨|δa(0)0,XPM,s|2⟩ = 4γ2
E2

T 2
⟨|a(0)|2⟩

[
(⟨|a(s)|2⟩)2

∑
ℓ

∑
n

|Cℓ,ℓ+n,n|2

+ {⟨|a(s)|4⟩ − (⟨|a(s)|2⟩)2}
∑
ℓ

|Cℓ,ℓ,0|2
]

(4.221)

となる。また、式 (4.220)を (4.139)に代入し、z′ = z − z∗ に変数変換すると、

Cℓ,ℓ+n,n = T
∫ L

0
a20(z) Iℓ,ℓ+n,n(z) dz

= zd exp(i2πsn) Sℓ,n(L) (4.222)

となる。ここで、

Sℓ,n(L) =
∫ L−z∗

−z∗

a20(z
′ + z∗)

zd∣∣∣∣∣ z′zd
∣∣∣∣∣

exp

i2πn ℓ+ δs
z′

zd

Φ

1−
|n|+

∣∣∣∣∣ℓ+ δs + s
z′

zd

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z′zd
∣∣∣∣∣

 dz′

(4.223)

である。式 (4.222)を (4.221)に代入し、

⟨|δa(0)0,XPM,s|2⟩ = 4γ2
E2

T 2
z2d[X1(s) +X0(s)] (4.224)

を得る。ここで、X0 と X1 はそれぞれ A2
0 と A2

1 の分散に 1/z2d を乗じた値であり、

X0(s) = ⟨|a(0)|2⟩{⟨|a(s)|4⟩ − (⟨|a(s)|2⟩)2}
∑
ℓ

|Sℓ,0|2 (4.225)

X1(s) = ⟨|a(0)|2⟩(⟨|a(s)|2⟩)2
∑
ℓ

∑
n

|Sℓ,n|2 (4.226)

である。式 (4.223)において、 zd を −zd、ℓ+ δs を −(ℓ+ δs) にそれぞれ変更し
ても、Sℓ,n の符号が変わるのみで、|Sℓ,n|2 の値は変わらない。よって、zd の符号
は式 (4.225)、(4.226)で与えられる X0 および X1 の値には影響しない。そこで、
以下では、zd > 0 (β

(2)
0 > 0) とし、式 (4.223)の積分を、−z∗ ≤ z′ ≤ 0 の積分と、

81



0 ≤ z′ ≤ L− z∗ の積分に分割する。このとき、

Sℓ,n(L) =
∫ 0

−z∗

a20(z
′ + z∗)

zd∣∣∣∣∣ z′zd
∣∣∣∣∣

exp

i2πn ℓ+ δs
z′

zd

Φ

1−
|n|+

∣∣∣∣∣ℓ+ δs + s
z′

zd

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z′zd
∣∣∣∣∣

 dz′

+
∫ L−z∗

0

a20(z
′ + z∗)

zd∣∣∣∣∣ z′zd
∣∣∣∣∣

exp

i2πn ℓ+ δs
z′

zd

Φ

1−
|n|+

∣∣∣∣∣ℓ+ δs + s
z′

zd

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z′zd
∣∣∣∣∣

 dz′

(4.227)

となり、さらに、上式の右辺第一項の積分において、ζ ′ = −z′ の変数変換を行うと、

Sℓ,n(L) =
∫ z∗

0

a20(−ζ ′ + z∗)

zd∣∣∣∣∣ ζ ′zd
∣∣∣∣∣

exp

−i2πn ℓ+ δs
ζ ′

zd

Φ

1−
|n|+

∣∣∣∣∣ℓ+ δs − s
ζ ′

zd

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ζ ′zd
∣∣∣∣∣

 dζ ′

+
∫ L−z∗

0

a20(z
′ + z∗)

zd∣∣∣∣∣ z′zd
∣∣∣∣∣

exp

i2πn ℓ+ δs
z′

zd

Φ

1−
|n|+

∣∣∣∣∣ℓ+ δs + s
z′

zd

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z′zd
∣∣∣∣∣

 dz′

(4.228)

となる。よって、式 (4.223)は

Sℓ,n(L) = S
(−)
ℓ,n (z∗) + S

(+)
ℓ,n (L− z∗) (4.229)

と表すことができる。ここで、

S
(±)
ℓ,n (z) =

∫ z

0

a20(z
∗ ± z′)

zd∣∣∣∣∣ z′zd
∣∣∣∣∣

exp

±i2πn ℓ+ δs
z′

zd

Φ

1−
|n|+

∣∣∣∣∣ℓ+ δs ± s
z′

zd

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z′zd
∣∣∣∣∣

 dz′

=
∫ z

0

a20(z
∗ ± z′)

zd∣∣∣∣∣ z′zd
∣∣∣∣∣

exp

±i2πn ℓ+ δs
z′

zd

Φ

1−
|n|+

∣∣∣∣∣±(ℓ+ δs) + s
z′

zd

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ z′zd
∣∣∣∣∣

 dz′

(4.230)

である。z∗ = L の場合には Sℓ,n(L) = S
(−)
ℓ,n (L) となり、伝送系全体の累積分散を

前置分散補償のみで全て補償する場合に相当し、後置分散補償は不要である。一
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方、z∗ = 0 の場合には Sℓ,n(L) = S
(+)
ℓ,n (L) となり、前置分散補償を行わず、伝送系

全体の累積分散を後置分散補償のみで全て補償する場合に相当する。よって、式
(4.229)のように Sℓ,n を S

(−)
ℓ,n と S

(+)
ℓ,n に分割できるということは、伝送系全体を伝

送路長が z∗ で前置分散補償のみを行う系と、伝送路長が L− z∗ で後置分散補償
のみを行う系に分割できることを意味する。また、このことは、分割された 2つの
系で、XPMによる影響を互いに独立として考えることができることを表す。以下
では、s > 1とし、前置分散補償量を最適化することによっては、チャネル間XPM

による影響を最小化できないことを示す。なお、チャネル内XPMによる影響につ
いてはその限りではない。S(+)

ℓ,n (L− z∗) において ℓ+ δs を −(ℓ+ δs) に、L− z∗

を z∗ に置き換えると、S(−)
ℓ,n (z∗) となる。まず、伝送路長が L− z∗ で後置分散補

償のみを行う系での S
(+)
ℓ,n (L− z∗) について考える。このとき、0 ≤ z′ ≤ L− z∗ に

対して、式 (4.230)中の関数 Φ が非零となる z′ は

|n|+
∣∣∣∣∣ℓ+ δs + s

z′

zd

∣∣∣∣∣ < z′

zd
(4.231)

を解くことによって求めることができる。ℓ+ δs + s
z′

zd
> 0、すなわち、z′ > z0 の

場合、式 (4.231)より、

z′ < −zd
|n|+ ℓ+ δs

s− 1
(4.232)

が得られ、ℓ+ δs + s
z′

zd
< 0、すなわち、z′ < z0 の場合には、

z′ > zd
|n| − (ℓ+ δs)

s+ 1
(4.233)

が得られる。ここで、

z0 = −zd
ℓ+ δs
s

(4.234)

である。式 (4.232)と (4.233)をまとめると、Φ が非零となる z′ は

z1 < z′ < z2 (4.235)

となる。ここで、

z1 = zd
|n| − (ℓ+ δs)

s+ 1
(4.236)

z2 = −zd
|n|+ ℓ+ δs

s− 1
(4.237)

である。また、式 (4.235)が成り立つには、z2 > z1 である必要があり、(4.236)お
よび (4.237)より、この条件が満たされるのは、

−(ℓ+ δs) > s|n| (4.238)
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の場合である。さらに、z1 ≥ L− z∗ の場合には、Φ は常に零となるので、Φ が非
零となる z′ が存在するには、z1 < L− z∗ である必要がある。式 (4.236)より、こ
の条件が満たされるのは、

−(ℓ+ δs) < (s+ 1)
L− z∗

zd
− |n| (4.239)

の場合である。よって、式 (4.238)と (4.239)の 2つの条件を合わせて示すと、

s|n| < −(ℓ+ δs) < (s+ 1)
L− z∗

zd
− |n| (4.240)

となる。式 (4.240)より、

s|n| < (s+ 1)
L− z∗

zd
− |n| (4.241)

が成り立つ。すなわち、

|n| < L− z∗

zd
(4.242)

となり、式 (4.242)は、Φ が非零となる z′ が存在するための |n| の上限を与える。
式 (4.228)右辺第 1項の積分は、第 2項の積分において、ℓ+ δs を −(ℓ+ δs) に
置き換えることによって計算できる。第 2項の被積分関数において、ℓ+ δs < 0 に
対して非零となる z′ が存在することは、第 1項の被積分関数において、ℓ+ δs > 0

に対して非零となる z′ が存在することに対応する。第 0 チャネルのパルスに対し
て、累積分散が零となる距離 z = z∗ の前後の両方で相互作用を及ぼす干渉チャネ
ルのパルスは存在しない。よって、XPMによる干渉光電力は

∑
ℓ
|Cℓ,ℓ+n,n|2 に比例

する。このことは、XPMによる干渉光電力が z = z∗ の前後では互いに独立であ
ることを意味し、XPMによる干渉光電力は z = z∗ の前後それぞれの系における
干渉光電力の和で表される。その結果、伝送路長 L− z∗ と z∗ に分割された 2つ
の系における干渉光電力の和によって伝送路全体にわたるXPMの影響を求めるこ
とができる。
理想的な分布的増幅が行われる伝送路を仮定して a0(z) = 1 とする。式 (4.235)

より、式 (4.230)右辺の積分は

S
(+)
ℓ,n (L− z∗) =

∫ z′2

z1

1

z′
exp

(
i2πnzd

ℓ+ δs
z′

)
Φ

[
1− zd|n|+ |zd(ℓ+ δs) + sz′|

z′

]
dz′

=
∫ z′2

z1

z′ − {zd|n|+ |zd(ℓ+ δs) + sz′|}
(z′)2

exp

{
i
2πn(ℓ+ δs)zd

z′

}
dz′

=
∫ z′0

z1

(1− s)z′ − zd(|n|+ ℓ+ δs)

(z′)2
exp

{
i
2πn(ℓ+ δs)zd

z′

}
dz′

+
∫ z′2

z′0

(1 + s)z′ − zd{|n| − (ℓ+ δs)}
(z′)2

exp

{
i
2πn(ℓ+ δs)zd

z′

}
dz′

(4.243)
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となる。ここで、

z′2 = min(z2, L− z∗) (4.244)

z′0 = min(z0, z
′
2) (4.245)

である。まず、n ̸= 0 の場合について考える。

y′ = i
z′

2πn(ℓ+ δs)zd
, y′′ =

1

y′
(4.246)

とおいて変数変換を行うと、式 (4.243)は

S
(+)
ℓ,n (L− z∗) =

∫ iz′0/{2πn(ℓ+δs)zd}

iz1/{2πn(ℓ+δs)zd}

{
1− s

y′
− i

|n|+ ℓ+ δs
2πn(ℓ+ δs)(y′)2

}
exp

(
− 1

y′

)
dy′

+
∫ iz′2/{2πn(ℓ+δs)zd}

iz′0/{2πn(ℓ+δs)zd}

{
1 + s

y′
− i

|n| − (ℓ+ δs)

2πn(ℓ+ δs)(y′)2

}
exp

(
− 1

y′

)
dy′

= (1− s)
∫ iz′0/{2πn(ℓ+δs)zd}

iz1/{2πn(ℓ+δs)zd}

1

y′
exp

(
− 1

y′

)
dy′

+ i
|n|+ ℓ+ δs
2πn(ℓ+ δs)

∫ −i2πn(ℓ+δs)zd/z
′
0

−i2πn(ℓ+δs)zd/z1
exp(−y′′)dy′′

+ (1 + s)
∫ iz′2/{2πn(ℓ+δs)zd}

iz′0/{2πn(ℓ+δs)zd}

1

y′
exp

(
− 1

y′

)
dy′

+ i
|n| − (ℓ+ δs)

2πn(ℓ+ δs)

∫ −i2πn(ℓ+δs)zd/z
′
2

−2πn(ℓ+δs)zd/z
′
0

exp(−y′′)dy′′

= (1− s)

{
E1

(
−i2πn[ℓ+ δs]zd

z′0

)
− E1

(
−i2πn[ℓ+ δs]zd

z1

)}

− i
|n|+ ℓ+ δs
2πn(ℓ+ δs)

[
exp

{
i
2πn(ℓ+ δs)zd

z′0

}
− exp

{
i
2πn(ℓ+ δs)zd

z1

}]

+ (1 + s)

{
E1

(
−i2πn[ℓ+ δs]zd

z′2

)
− E1

(
−i2πn[ℓ+ δs]zd

z′0

)}

− i
|n| − (ℓ+ δs)

2πn(ℓ+ δs)

[
exp

{
i
2πn(ℓ+ δs)zd

z′2

}
− exp

{
i
2πn(ℓ+ δs)zd

z′0

}]
(4.247)

となる。ここで、E1(x) は

E1(x) =
∫ ∞

x

exp(−y)
y

dy =
∫ 1/x

0

1

y′
exp

(
− 1

y′

)
dy′ (4.248)

で定義される積分指数関数 [11]である。また、

F
(±)
ℓ,n (z) = (1± s) E1

(
−i2πn(ℓ+ δs)zd

z

)
− i

|n| ∓ (ℓ+ δs)

2πn(ℓ+ δs)
exp

{
i
2πn(ℓ+ δs)zd

z

}
(4.249)
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を定義すると、式 (4.247)は

S
(+)
ℓ,n (L− z∗) = F

(−)
ℓ,n (z′0)− F

(−)
ℓ,n (z1) + F

(+)
ℓ,n (z′2)− F

(+)
ℓ,n (z′0) (4.250)

と表される。一方、n = 0 の場合、式 (4.243)は

S
(+)
ℓ,0 (L− z∗) =

∫ z′0

z1

{
1− s

z′
− (ℓ+ δs)zd

(z′)2

}
dz′ +

∫ z′2

z′0

{
1 + s

z′
+

(ℓ+ δs)zd
(z′)2

}
dz′

=

[
(1− s) log(z′) +

(ℓ+ δs)zd
z′

]z′0
z1

+

[
(1 + s) log(z′)− (ℓ+ δs)zd

z′

]z′2
z′0

= (1− s){log(z′0)− log(z1)}+ (ℓ+ δs)zd

(
1

z′0
− 1

z1

)

+ (1 + s){log(z′2)− log(z′0)} − (ℓ+ δs)zd

(
1

z′2
− 1

z′0

)
(4.251)

となる。また、

F
(±)
ℓ,0 (z) = (1± s) log

(
z

zd

)
∓ (ℓ+ δs)zd

z
(4.252)

を定義すると、式 (4.251)は

S
(+)
ℓ,0 (L− z∗) = F

(−)
ℓ,0 (z′0)− F

(−)
ℓ,0 (z1) + F

(+)
ℓ,0 (z′2)− F

(+)
ℓ,0 (z′0) (4.253)

と表される。
以上に示した式 (4.221)、(4.222)、(4.229)、(4.247)、(4.251)を用いて、XPMによ
る干渉光電力を求めることができる。干渉チャネルとのタイミングずれ δs (|δs| < 1/2)

を変えて、L/zd ≫ 1 に対して数値計算を行った結果、式 (4.221)の値はほとんど
δs の値に依らないことが分かった。よって、以下では δs = 0 (δTs = 0) とおくこ
とにする。

4.11 相互位相変調による干渉光電力の近似
位相と振幅が変調されている場合、式 (4.221)のうちで支配的な項のみを残すと、

⟨|δa(0)0,XPM,s|2⟩ ≃ 4γ2
E2

T 2
⟨|a(0)|2⟩{⟨|a(s)|4⟩ − (⟨|a(s)|2⟩)2}

∑
ℓ

|Cℓ,ℓ,0|2 (4.254)

となる。以下では、β(2)
0 > 0、Ωs ≫ Ω(> 0) とし、z∗ = 0 の場合について考える。

このとき、式 (4.170)を (4.139)に代入することにより、Cℓ,ℓ,0 は次式で与えられる。

Cℓ,ℓ,0 = T
∫ L

0

a20(z)

|β(2)
0 z|


∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣û0
(
Ω̂− Tℓ

β
(2)
0 z

− Ωs

)∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣û0(Ω̂)∣∣∣2 dΩ̂

 dz
(4.255)
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上式において、Ωs ≫ Ω の場合、
Tℓ

β
(2)
0 z

+ Ωs = 0 を満足する z 付近でのみ Ω̂ につ

いての積分は値を持つ。すなわち、z についての積分は zℓ = −Tℓ/{β(2)
0 Ωs}、(ただ

し、Tℓ < 0)付近でのみ値を持つので、

Cℓ,ℓ,0 ≃ a20(zℓ)A (4.256)

となる。ここで、

A = T
∫ L

0

1

|β(2)
0 z|


∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣û0
(
Ω̂− Tℓ

β
(2)
0 z

− Ωs

)∣∣∣∣∣
2

|û0(Ω̂)|2 dΩ̂

 dz (4.257)

である。

w =
Tℓ

β
(2)
0 z

+ Ωs (4.258)

すなわち、

z = − Tℓ

(Ωs − w)β
(2)
0

(4.259)

とおいて変数変換し、Ωs ≫ Ω であることに注意して積分を実行すると、

A = T
∫ Tℓ/(β

(2)
0 L)+Ωs

−∞

1

|β(2)
0 (Ωs − w)|

{∫ ∞

−∞
|û0(Ω̂− w)|2 |û0(Ω̂)|2dΩ̂

}
dw

≃ T

|β(2)
0 Ωs|

∫ ∞

−∞

{∫ ∞

−∞
|û0(Ω̂− w)|2 |û0(Ω̂)|2 dΩ̂

}
dw

≃ T

|β(2)
0 Ωs|

∫ −∞

∞

{∫ ∞

−∞
|û0(Ω̂′)|2 |û0(Ω̂)|2 dΩ̂

}
(−dΩ̂′)

≃ T

|β(2)
0 Ωs|

{∫ ∞

−∞
|û0(Ω̂′)|2 dΩ̂′

} {∫ ∞

−∞
|û0(Ω̂)|2 dΩ̂

}

=
T

|β(2)
0 Ωs|

{∫ ∞

−∞
|û0(Ω̂)|2 dΩ̂

}2

(4.260)

となる。なお、w についての積分の下限は、Tℓ < 0 であることから、−∞ とした。
また、Ω̂′ = Ω̂− w なる変数変換を用いた。
よって、式 (4.256)は

Cℓ,ℓ,0 ≃ T
a20(zℓ)

|β(2)
0 Ωs|

{∫ ∞

−∞
|û0(Ω̂)|2 dΩ̂

}2

(4.261)

となる。式 (4.27)より ∫ ∞

−∞
|û0(Ω̂)|2 dΩ̂ = 1 (4.262)
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であるので、式 (4.261)は

Cℓ,ℓ,0 ≃ T
a20(zℓ)

|β(2)
0 Ωs|

(4.263)

となる。式 (4.254)において、ℓ についての和を積分で置き換え、(4.263)を代入す
ると、 ∑

ℓ

|Cℓ,ℓ,0|2 ≃
∫
|Cℓ,ℓ,0|2d

(
−Tℓ
T

)
=

1

T

∫
|Cℓ,ℓ,0|2d(β(2)

0 Ωszℓ)

=
β
(2)
0 Ωs

T

∫ L

0
T 2 a40(zℓ)

|β(2)
0 Ωs|2

dzℓ =
T

|β(2)
0 Ωs|

∫ L

0
a40(z) dz (4.264)

となる。よって、式 (4.254)は

⟨|δa(0)0,XPM,s|2⟩ ≃ 4γ2
E2

T 2
{⟨|a(s)|4⟩ − (⟨|a(s)|2⟩)2}⟨|a(0)|2⟩ T

|β(2)
0 Ωs|

∫ L

0
a40(z) dz

(4.265)

となる。式 (4.265)はXPMによる干渉光電力がシンボル周期 T に比例することを
表す。また、パルス波形とパルス幅には依存しないことを表している。z∗ > 0 の
場合にも式 (4.265)は有効である。なぜなら、あるパルスが、0 < z < z∗ で Tℓ > 0

のパルスと相互作用し、z∗ < z < L で Tℓ < 0 のパルスと相互作用するからであ
る。前述したように、z = z∗ の前後でのXPMの影響は独立であり、z = z∗ の前
後での干渉光電力を加え合わせることにより、伝送路全長にわたる干渉光電力を
求めることができる。また、このことは前置分散補償によって XPMの影響を低
減できないことを示している。伝送路が無損失の場合、a0(z) = 1 となるので、式
(4.265)は

⟨|δa(0)0,XPM,s|2⟩ ≃ 4γ2
E2

T 2
{⟨|a(s)|4⟩ − (⟨|a(s)|2⟩)2}⟨|a(0)|2⟩ TL

|β(2)
0 Ωs|

(4.266)

となり、XPMによる干渉光電力は伝送路長 L に比例して増加する。
式 (4.265)の適用限界は、伝送路中での分散補償を行わない場合の sinc形パルス
について、式 (4.222)と (4.229)を使って (4.221)の全ての項を足し合わせて得られ
た厳密な結果と比較することによって調べることができる。sinc形パルスの場合に
は、⟨|δa(0)0,XPM,s|2⟩ は次式に示す X0(s) に比例する。X0(s) は式 (4.225)に (4.222)、
(4.264)を代入し、さらに、(4.173)、(4.218)、(4.219)を用いることによって、

X0(s) = ⟨|a(0)|2⟩{⟨|a(s)|4⟩ − (⟨|a(s)|2⟩)2}
∑
ℓ

|Cℓ,ℓ,0|2

z2d

≃ ⟨|a(0)|2⟩{⟨|a(s)|4⟩ − (⟨|a(s)|2⟩)2} T

|β(2)
0 Ωs|z2d

∫ L

0
a40(z) dz

= ⟨|a(0)|2⟩{⟨|a(s)|4⟩ − (⟨|a(s)|2⟩)2} 1

|s|zd

∫ L

0
a40(z) dz (4.267)
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となる。一方、伝送路が無損失の場合には、数値解析結果より、X1(s) は

X1(s) ≃ ⟨|a(0)|2⟩(⟨|a(s)|2⟩)2 L

15|s2|
(4.268)

と近似的に表される。

4.12 非線形シャノン限界
白色ガウス雑音の存在下において、単位周波数帯域当たりの通信路容量 C[bit/s]

で定義される周波数利用効率 C/W [bit/s/Hz] は、信号対雑音電力比 (SN比) S/N

を用いて

C

W
= log2

(
1 +

S

N

)
(4.269)

で与えられる [12]。ここで、W [Hz] は周波数帯域幅である。
コンステレーション図上での光増幅器雑音および非線形干渉雑音による信号点
のずれが信号点のまわりに点対称に分布するとし、それらの雑音の和を白色ガウ
ス雑音とみなすと、式 (4.269)における SN比の逆数は、式 (4.114)、(4.117)より、(

S

N

)−1

=
⟨|∆a(0)0 |2⟩
⟨|a(0)|2⟩

=
⟨|∆a(0)0,NS|2⟩
⟨|a(0)|2⟩

+
∑
s(̸=0)

⟨|∆a(0)0,XPM,s|2⟩
⟨|a(0)|2⟩

(4.270)

と表される。まず、光増幅器雑音の項について考える。式 (4.129)より、

⟨|∆a(0)0,NS|2⟩
⟨|a(0)|2⟩

=
h̄ω0nspαLeff exp(2αL)

⟨|a(0)|2⟩E
(4.271)

となる。第 s チャネルの平均電力を

Ps = ⟨|a(s)|2⟩ E
T

(4.272)

と表すと、式 (4.271)は

⟨|∆a(0)0,NS|2⟩
⟨|a(0)|2⟩

=
h̄ω0nspαLeff exp(2αL)

P0T
(4.273)

と表される。一方、XPMによる非線形干渉雑音の項については、伝送路が無損失
の場合、式 (4.266)より

∑
s( ̸=0)

⟨|∆a(0)0,XPM,s|2⟩
⟨|a(0)|2⟩

= 4γ2
E2

T 2

TL

|β(2)
0 |

∑
s(̸=0)

⟨|a(s)|4⟩ − (⟨|a(s)|2⟩)2

|Ωs|
(4.274)
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となる。

κs =
⟨|a(s)|4⟩ − (⟨|a(s)|2⟩)2

(⟨|a(s)|2⟩)2
=

⟨|a(s)|4⟩
(⟨|a(s)|2⟩)2

− 1 (4.275)

を定義し、式 (4.272)と (4.275)を (4.274)に代入すると、

∑
s(̸=0)

⟨|∆a(0)0,XPM,s|2⟩
⟨|a(0)|2⟩

= 4γ2
E2

T 2

TL

|β(2)
0 |

∑
s(̸=0)

κs(⟨|a(s)|2⟩)2

|Ωs|

= 4
γ2TL

|β(2)
0 |

∑
s(̸=0)

κsP
2
s

|Ωs|
(4.276)

となる。チャネル間隔の逆数の重みをもつ干渉チャネルの実効電力の総和を

SP =

√√√√ 1

T

∑
s(̸=0)

κsP 2
s

|Ωs|
=

√√√√ 1

ΩT

∑
s( ̸=0)

κsP 2
s

|s|
=

√√√√ 1

2π

∑
s(̸=0)

κsP 2
s

|s|
(4.277)

とおくと、式 (4.276)は

∑
s( ̸=0)

⟨|∆a(0)0,XPM,s|2⟩
⟨|a(0)|2⟩

= 4
γ2T 2S2

PL

|β(2)
0 |

(4.278)

と表される。式 (4.273)および (4.278)より、(4.270)は(
S

N

)−1

=
h̄ω0nspαLeff exp(2αL)

P0T
+ 4

γ2T 2S2
PL

|β(2)
0 |

(4.279)

となる。
式 (4.275)で定義される κs について考えてみよう。まず、コンステレーション
図上で、信号点が原点を中心とする点対称な 2次元ガウス分布で与えられる場合
について考える。このとき、直交軸を u および v とすると、平均が 0、分散が σ2

の独立な 2つのガウス分布の積で確率密度関数 p(u, v) が与えられ、

p(u, v) =
1

2πσ2
exp

(
−u

2 + v2

2σ2

)
(4.280)

となる。u = r cosϕ, v = r sinϕ とおいて、上式を極座標表示すると、

p(r, ϕ) =
r

2πσ2
exp

(
− r2

2σ2

)
(4.281)

となる。このとき、

⟨|a(s)|n⟩ =
∫ 2π

0

∫ ∞

0
rnp(r, ϕ)drdϕ

=
1

2πσ2

∫ 2π

0
dϕ

∫ ∞

0
rn+1 exp

(
− r2

2σ2

)
dr

=
1

σ2

∫ ∞

0
rn+1 exp

(
− r2

2σ2

)
dr (4.282)
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となり、さらに、R = r/(
√
2σ) とおいて変数変換すると、n が偶数のとき

⟨|a(s)|n⟩ = 21+n/2σn
∫ ∞

0
Rn+1 exp(−R2)dR

= 21+n/2σn × 1

2

(
n

2

)
! = 2n/2

(
n

2

)
! σn (4.283)

となる。よって、

⟨|a(s)|2⟩ = 2
(
2

2

)
! σ2 = 2σ2 (4.284)

⟨|a(s)|4⟩ = 22
(
4

2

)
! σ4 = 8σ4 (4.285)

+

となる。これらを式 (4.275)に代入すると、

κs =
8σ4

(2σ2)2
− 1 = 1 (4.286)

となる。次に、コンステレーション図上で、原点を中心とする半径 r = ka, (k = 1, 2, · · · , n)
の n 個の同心円上に、それぞれ等しい個数の信号点がある場合について考える。
このとき、

κs =

1

n

n∑
k=1

(ka)4{
1

n

n∑
k=1

(ka)2
}2 − 1 =

1

n

n∑
k=1

k4(
1

n

n∑
k=1

k2
)2 − 1

=

1

n

n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1)

30{
1

n

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

}2 − 1

=
6(3n2 + 3n− 1)

5(n+ 1)(2n+ 1)
− 1 =

(n− 1)(8n+ 11)

5(n+ 1)(2n+ 1)
(4.287)

となる。最後に、4m-QAM方式 (m = 1, 2, · · ·)の場合について考える。最小信号点
間隔を 2a とし、M = 2m−1 とおくと、⟨|a(s)|2⟩ は式 (3.25)の Ps と等しく、

⟨|a(s)|2⟩ = 2(22m − 1)

3
a2 (4.288)

となる。一方、⟨|a(s)|4⟩ は

⟨|a(s)|4⟩ =
1

4m−1

M∑
k=1

M∑
ℓ=1

[{(2k − 1)a}2 + {(2ℓ− 1)a}2]2
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=
4a4

22m−2

M∑
k=1

M∑
ℓ=1

(2ℓ2 − 2ℓ+ 2k2 − 2k + 1)2

= 24−2ma4
M∑
k=1

M∑
ℓ=1

{
4ℓ4 − 8ℓ3 + 8(k2 − k + 1)ℓ2 − 4(2k2 − 2k + 1)ℓ

+4k4 − 8k3 + 8k2 − 4k + 1
}

= 24−2ma4
M∑
k=1

[
4
M(M + 1)(2M + 1)(3M2 + 3M − 1)

30
− 8

{
M(M + 1)

2

}2

+8(k2 − k + 1)
M(M + 1)(2M + 1)

6
− 4(2k2 − 2k + 1)

M(M + 1)

2

+(4k4 − 8k3 + 8k2 − 4k + 1)M
]

= 24−2ma4M
M∑
k=1

{
4k4 − 8k3 +

8

3
(M2 + 2)k2 − 4

3
(2M2 + 1)k +

4M4 + 1

5

}

= 24−2ma4M

4M(M + 1)(2M + 1)(3M2 + 3M − 1)

30
− 8

{
M(M + 1)

2

}2

+
8

3
(M2 + 2)

M(M + 1)(2M + 1)

6
− 4

3
(2M2 + 1)

M(M + 1)

2

+
4M4 + 1

5
M

]

= 24−2ma4
M2(2M + 1)(2M − 1)(28M2 − 13)

45

= 24−2m22m−2(2 · 2m−1 + 1)(2 · 2m−1 − 1)(28 · 22m−2 − 13)

45
a4

=
4(2m + 1)(2m − 1)(7 · 22m − 13)

45
a4 (4.289)

となる。これらを式 (4.275)に代入すると、

κs =

4(2m + 1)(2m − 1)(7 · 22m − 13)

45
a4{

2(22m − 1)

3
a2
}2 − 1 =

22m+1 − 8

5(22m − 1)
(4.290)

となる。表 4.1に n および 4m-QAM方式と κs との関係を示す。また、図 4.4に
n と κs との関係を示す。
次に、全てのチャネルの電力は等しく、Ps = P とする。SN比のチャネル数に
対する依存性は式 (4.277)に示す SP による。s > 0 のチャネル数を N (+) とし、
s < 0 のチャネル数を N (−) とすると、総チャネルは Nch = N (+) +N (−) + 1 とな
る。また、チャネルの周波数間隔を Wsp とすると、Ω = 2πWsp となり、帯域幅は
W = NchWsp と表される。全てのチャネルの変調フォーマットを同一とすると、κs
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n / 4m-QAM方式 κs(分数表示) κs(小数表示)

1 / QPSK 0 0

16(42)-QAM
8

25
0.32

2
9

25
0.36

64(43)-QAM
8

21
0.3810

256(44)-QAM
168

425
0.3953

1024(45)-QAM
136

341
0.3988

4096(46)-QAM
2728

6825
0.3997

(m = ∞)-QAM
2

5
0.4

3
1

2
0.5

4
43

75
0.5733

16
139

187
0.7433

∞ 4

5
0.8

表 4.1 n および 4m-QAM方式と κs との関係
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図 4.4: n と κs との関係

はチャネル番号 s に依らず、κs = κ となる。このとき、S2
P は式 (4.277)より

S2
P =

P 2κ

2π

∑
s( ̸=0)

1

|s|

=
P 2κ

2π

N(+)∑
s=1

1

s
+

N(−)∑
s=1

1

s

 (4.291)

となる。ここで、

SB =
κ

2π

N(+)∑
s=1

1

s
+

N(−)∑
s=1

1

s

 (4.292)

とおくと、式 (4.291)は

S2
P = P 2SB (4.293)

と表される。よって、式 (4.292)に示すように、SB は調和級数の有限項までの和
で表される。チャネル数が少ない場合には、それらは簡単に計算することができ
る。一方、チャネル数 N (±) が多い場合には、オイラー定数 γE = 0.5772 · · · が調
和級数の和を用いて

γE = lim
n→∞

{
n∑

s=1

1

s
− ln(s)

}
(4.294)

と定義されることから、式 (4.292)を次式で近似することができる。

SB =
κ

2π
[ln(N (+)) + ln(N (−)) + 2γE] (4.295)
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チャネル数が奇数である場合、N (+) = N (−) = (Nch − 1)/2 となるので、帯域の中
心に位置するチャネルである第 0 チャネルに対しては、式 (4.295)は

SB,center =
κ

π

[
ln
(
Nch − 1

2

)
+ γE

]
(4.296)

となる。次に、帯域の端に位置するチャネルについて考える。s が最小となるチャ
ネルについて考えると、N (+) = Nch − 1、N (−) = 0 であるので、式 (4.294)より
(4.292)は

SB,side =
κ

2π
[ln(Nch − 1) + γE] (4.297)

となる。SB の帯域幅 W に対する依存性は、Nch = W/Wsp の置き換えによって求
めることができる。帯域の中心に位置するチャネルに対しては、

SB,center =
κ

π

[
ln

{
1

2

(
W

Wsp

− 1

)}
+ γE

]
(4.298)

となり、帯域の端に位置するチャネルに対しては

SB,side =
κ

2π

[
ln

(
W

Wsp

− 1

)
+ γE

]
(4.299)

となる。
最後に、周波数利用効率が最大となる信号電力 Pmax を求めよう。式 (4.269)が
最大となるのは、SN比が最大となるときである。すなわち、式 (4.279)が最小と
なるときである。P0 = P として、式 (4.279)に (4.293)を代入すると、

(
S

N

)−1

=
h̄ω0nspαLeff exp(2αL)

TP
+ 4

γ2T 2LSBP
2

|β(2)
0 |

(4.300)

となる。上式を P について微分し、その値を零とおくと、

∂{(S/N)−1}
∂P

= − h̄ω0nspαLeff exp(2αL)

TP 2
+ 8

γ2T 2SBLP

|β(2)
0 |

= 0 (4.301)

となる。式 (4.301)を満たす P が Pmax を与える。よって、

Pmax =
1

2T

 h̄ω0nspαLeff exp(2αL)|β(2)
0 |

γ2SBL


1/3

(4.302)

となる。さらに、αL≪ 1 として、Leff exp(2αL) ∼ L とすると、上式は

Pmax =
1

2T

 h̄ω0nspα|β(2)
0 |

γ2SB

1/3

(4.303)
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となり、Pmax は伝送路長 L に依存しない。式 (4.303)を (4.300)に代入すると、SN

比の最大値は

(
S

N

)
max

=
1

3L

{
(h̄ω0nspαγ)

2SB

|β(2)
0 |

}−1/3

(4.304)

となる。さらに、式 (4.304)を (4.269)に代入すると、周波数利用効率の最大値は

(
C

W

)
max

= log2

1 + 1

3L

{
(h̄ω0nspαγ)

2SB

|β(2)
0 |

}−1/3
 (4.305)

となる。式 (4.303)および (4.304)は、前章で求めた (3.127)および (3.130)と符合
する結果であり、非線形シャノン限界を与える表式である。
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第5章 非線形補償技術

ファイバの非線形性に起因する波形歪みの補償は、コヒーレント受信とディジ
タル信号処理を用いた次世代の長距離光伝送を実現する上で最も重要な技術課題
である。ファイバ中における光パルスの伝搬の様子を記述する NLSEは式 (2.30)

で与えられる。

i
∂E

∂z
− β

(2)
0

2

∂2E

∂t2
+ γ|E|2E = 0 (5.1)

以下では、最も簡単な場合を考えることとし、損失のないファイバを伝搬する単
一モード動作、単一偏波で、かつ、準単色光近似が可能なパルス幅が 10psよりも
広い光パルスについて考えることにする。さらに、式 (5.1)において β

(2)
0 と γ は

どちらも定数とする。ファイバからの出力時間波形 E(z, t) は、与えられた初期波
形 E(z = 0, t) に対して式 (5.1)を解くことによって求めることができる。
次に、出力時間波形 E(z, t) から入力時間波形 E(z = 0, t) を求める逆問題につ
いて考えよう。この場合には、式 (5.1)において z を −z に置き換えた

i
∂E

∂z
+
β
(2)
0

2

∂2E

∂t2
− γ|E|2E = 0 (5.2)

を解くことになる。このことは、符号を反転させた分散値と非線形係数を持つファ
イバに出力時間波形を入射した場合のファイバ出射端での時間波形を求めること
と等価である。本章では、式 (5.1)を数値的に、あるいは、解析的に解く方法につ
いて解説し、さらに、各種の非線形補償法を概説する。

5.1 スプリット・ステップ・フーリエ法による数値解析
∂2/∂t2 を演算子と見なし、式 (5.1)を形式的に積分すると、

E(z0 +∆z, t) = exp

−i
β(2)

0

2

∂2

∂t2
− γ|E|2

∆z

E(z0, t)
≃ exp

−i∆zβ(2)
0

2

∂2

∂t2

 exp(iγ|E|2∆z) E(z0, t) (5.3)

となる。式 (5.3)は、次式に示す 2つの式に分割することができる。
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E(z0 +∆z, t) = exp

−i∆zβ(2)
0

2

∂2

∂t2

 E ′(t) (5.4)

E ′(t) = exp{iγ|E(z0, t)|2∆z}E(z0, t) (5.5)

式 (5.4)をフーリエ変換すると、

Ê(z0 +∆z,∆ω) = exp

{
i
β2
2
(∆ω)2∆z

}
Ê ′(∆ω) (5.6)

となる。E(z0, t) が与えられた場合に、まず、式 (5.5)の計算を時間領域で行い、
E ′(t)を求める。次に、高速フーリエ変換 (Fast Fourier Transform : FFT)を用いて、
E ′(t) を Ê ′(∆ω) に変換し、式 (5.6)の計算を周波数領域で行い、 Ê(z0 +∆z,∆ω)

を求める。さらに、FFTの逆変換 (Inverse FFT : IFFT)を用いて、Ê(z0 +∆z,∆ω)

を E(z0 +∆z, t) に変換する。このような計算を繰り返し行うことで、入力時間波
形 E(z = 0, t) から、出力時間波形 E(z = N∆z, t) を求めることができる。ここ
で、N は正の整数である。このようなNLSEの数値解法はスプリット・ステップ・
フーリエ法 (Split-Step Fourier Method : SSFM)と呼ばれている。なお、式 (5.3)

における演算子の分割は、z 方向に対するステップサイズ ∆z に比例した数値誤
差を含む。よって、制約のある計算能力の下で、要求される精度を保証できるよ
うな ∆z を適切に選ぶ必要がある。
式 (5.1)の逆問題を解くには、式 (5.3)より、

E(z0, t) = exp(−iγ|E|2∆z) exp

i∆zβ(2)
0

2

∂2

∂t2

 E(z0 +∆z, t) (5.7)

を解けばよいことが分かる。式 (5.7)に、前述の SSFMを繰り返し適用することに
よって、出力波形 E(z = N∆z, t) から入力波形 E(z = 0, t) を求めることができ
る。この方法は、逆伝搬法 (Back Propagation Method)と呼ばれている [1]。受信
器において逆伝搬法を適用することにより、伝送路への入力波形を知ることがで
きる。この直接的な方法は、他の方法に比べて比較的計算量が多いため、ステッ
プサイズ ∆z を大きくとる試みが、多くの研究者によって続けられている。もち
ろん、式 (5.7)は (5.2)からも直接導くことができる。

5.2 ボルテラ級数展開による数値解析
前節で示した SSFMでは、式 (5.1)の線形項と非線形項をシリアルに分解した
が、ボルテラ級数 (Volterra Series)展開 [2]では、それらの項を並列に分解する。
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式 (5.1)をフーリエ変換し、

∂Ê(z,∆ω)

∂z
= G1(∆ω)Ê(z,∆ω) +

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
G3(∆ω1,∆ω2,∆ω −∆ω1 +∆ω2)

×Ê(z,∆ω1) Ê
∗(z,∆ω2) Ê(z,∆ω −∆ω1 +∆ω2) d(∆ω1)d(∆ω2)

(5.8)

を得る。ここで、

G1(∆ω) = i
β
(2)
0

2
(∆ω)2 (5.9)

G3(∆ω1,∆ω2,∆ω −∆ω1 +∆ω2) = i
γ

2π
(5.10)

である。ボルテラ級数は、非線形問題に適用が可能なように一般化された伝達関
数であり、周波数領域では次式で表される。

Ê(z,∆ω) = H1(∆ω, z)Ê(0,∆ω) +
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
H3(∆ω1,∆ω2,∆ω −∆ω1 +∆ω2, z)

×Ê(0,∆ω1) Ê
∗(0,∆ω2) Ê(0,∆ω −∆ω1 +∆ω2) d(∆ω1)d(∆ω2) + · · ·

(5.11)

ここで、H1(∆ω, z)は線形伝達関数、H3(∆ω1,∆ω2,∆ω −∆ω1 +∆ω2, z)はボルテ
ラ核 (Volterra Kernel)と呼ばれる 3次の非線形伝達関数をそれぞれ表す。H1 と
H3 の初期条件は一般に次式で与えられる。

H1(∆ω, z = 0) = 1 (5.12)

H3(∆ω1,∆ω2,∆ω −∆ω1 +∆ω2, z = 0) = 0 (5.13)

式 (5.11)を z について微分し、(5.8)の左辺に代入する。さらに、式 (5.11)を代入
した (5.8)の右辺と等しいとおくと、

∂H1(∆ω, z)

∂z
= G1(∆ω) H1(∆ω, z) (5.14)

∂H3(∆ω1,∆ω2,∆ω −∆ω1 +∆ω2, z)

∂z
= G1(∆ω)H3(∆ω1,∆ω2,∆ω−∆ω1+∆ω2, z)

(5.15)

が得られる。式 (5.9)および (5.10)を代入した (5.14)および (5.15)を初期条件 (5.12)

および (5.13)の下で解くことにより、

H1(∆ω, z) = exp

iβ
(2)
0

2
(∆ω)2z

 (5.16)
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H3(∆ω1,∆ω2,∆ω −∆ω1 +∆ω2, z)

=
γ

2πβ
(2)
0

exp

iβ
(2)
0

2
(∆ω)2z

 exp[iβ
(2)
0 (∆ω −∆ω1)(∆ω2 −∆ω1)z]− 1

(∆ω −∆ω1)(∆ω2 −∆ω1)

(5.17)

を得る。式 (5.16)と (5.17)を (5.11)に代入することにより、周波数領域において、
入力スペクトル Ê(0,∆ω) から出力スペクトル Ê(z,∆ω) を求めることができる。
式 (5.1)の逆問題は、式 (5.16)と (5.17)において、ファイバの分散値と非線形
係数の符号を反転し、式 (5.11)の入力スペクトル Ê(0,∆ω) として出力スペクト
ル Ê(z, ω) を用いて、式 (5.11)の出力スペクトル Ê(z,∆ω) として入力スペクト
ル Ê(0,∆ω) を求めることによって解くことができる [3]。ボルテラ級数展開法を
用いることによって、前節で示した逆伝搬法に比べて非線形補償の計算複雑性を
低減することができる [3]。

5.3 摂動法の適用
標準的な単一モードファイバを用いた無分散補償伝送路では、非線形効果に比
べて分散効果がより支配的である。そのため、式 (5.1)において非線形項を摂動項
として取り扱うことができる [4]。まず、E(z, t) を次式のように展開する。

E(z, t) =
∞∑
ℓ=0

γℓEℓ(z, t) = E0(z, t) + γ E1(z, t) + γ2 E2(z, t) + · · · (5.18)

式 (5.18)を (5.1)に代入し、0次および 1次のオーダーの式として、

O(1) : i
∂E0

∂z
− β

(2)
0

2

∂2E0

∂t2
= 0 (5.19)

O(γ) : i
∂E1

∂z
− β

(2)
0

2

∂2E1

∂t2
+ |E0|2E0 = 0 (5.20)

が得られる。入力パルス列は

E(z = 0, t) =
∞∑

k=−∞
Ak exp(iθk) v(z = 0, t− kT ) . (5.21)

で与えられるとする。ここで、Ak および θk はそれぞれ k 番目のパルスの変調さ
れた振幅と位相を表す実数である。v(z = 0, t− kT ) は時刻 t = kT を中心時間位
置とするパルスの波形を表し、T はパルス間隔、すなわち、シンボルレートの逆
数である。このとき、E0(z = 0, t) および Eℓ(z = 0, t) (ℓ ≥ 1) の初期条件を

E0(z = 0, t) = E(z = 0, t) (5.22)
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Eℓ(z = 0, t) = 0 (ℓ ≥ 1) (5.23)

とする。式 (5.21)をフーリエ変換すると、

Ê(z = 0,∆ω) =
∞∑
k=0

Ak exp[i(θk −∆ωkT )] v̂(z = 0,∆ω) (5.24)

となる。ここで、

v̂(z = 0,∆ω) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
v(z = 0, τ) exp(−i∆ωτ) dτ (5.25)

である。よって、式 (5.19)の解は

E0(z, t) =
∞∑

k=−∞
Ak exp(iθk) vk(z, t) (5.26)

となる。ここで、

vk(z, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
v̂(z = 0,∆ω) exp

i
β

(2)
0

2
(∆ω)2z + (t− kT )∆ω


 d(∆ω)

(5.27)

である。同様の手順を用いて、式 (5.20)の解を次式のように求めることができる。

E1(z, t) =
i

2π

∫ z

0

{∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
|E0(ζ, t

′)|2 E0(ζ, t
′) e−i∆ωt′ dt′

)

× exp

i
β

(2)
0

2
(z − ζ) (∆ω)2 + ωt


 d(∆ω)

 dζ (5.28)

式 (5.26)を (5.28)に代入し、

E1(z, t) =
i

2π

∞∑
k1=−∞

∞∑
k2=−∞

∞∑
k3=−∞

Ak1 Ak2 Ak3 exp[i(θk1 − θk2 + θk3)]

×
∫ z

0

{∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
vk1(ζ, t

′) v∗k2(ζ, t
′) vk3(ζ, t

′) e−i(∆ω)t′ dt′
)

× exp

i
β

(2)
0

2
(z − ζ) (∆ω)2 +∆ωt


 d(∆ω)

 dζ (5.29)

を得る。受信器における受信波形から式 (5.29)を差し引くことにより、非線形性
に起因する歪みを補償することができる [5]。また、この概念は送信器における前
置補償にも応用することができる [6]。パルス波形としてガウス型パルスを仮定す
ると、式 (5.29)の積分を解析的に行うことができ、非線形性に起因する歪み補償
のための計算複雑性を、5.1および 5.2節で示した方法に比べて、劇的に減らすこ
とができる [4,7]。
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式 (5.21)に示す入射端 (z = 0)におけるパルスとしてガウス形パルス

v(z = 0, τ) = exp

{
−p

2
0

2
(1− iC0)τ

2

}
(5.30)

を考える。ここで、p0 および C0 は、それぞれパルス幅の逆数および線形チャ―
プの入射端における値を表す。式 (5.25)に (5.30)を代入し、積分を実行すると

v̂(z = 0,∆ω) =
(1 + C2

0)
− 1

4

p0
exp

{
− 1 + iC0

2p20(1 + C2
0)

(∆ω)2 +
i

2
tan−1C0

}
(5.31)

となる。さらに、式 (5.31)と (5.17)を (5.27)に代入し、

v(z, t) =
(1 + C2

0)
− 1

4

√
2π p0

exp
{
i

2
tan−1C0

}

×
∫ ∞

−∞
exp

[
−1

2

{
1 + iC0

p20(1 + C2
0)

− iβ
(2)
0 z

}
(∆ω)2 + i∆ωt

]
d(∆ω)

(5.32)

を得る。積分を実行すると、

v(z, t) = A(z) exp

[
−p

2(z)

2
{1− iC(z)}t2 + iθ(z)

]
(5.33)

となる。ここで、

A(z) = {(1− p20C0β
(2)
0 z)2 + (p20β

(2)
0 z)2}−

1
4 (5.34)

p(z) = p0 {(1− p20C0β
(2)
0 z)2 + (p20β

(2)
0 z)2}−

1
2 (5.35)

C(z) = C0 − p20(1 + C2
0)β

(2)
0 z (5.36)

θ(z) =
1

2

[
tan−1C0 − tan−1{C0 − p20(1 + C2

0)β
(2)
0 z}

]
(5.37)

はそれぞれパルスの振幅、パルス幅の逆数、線形チャ―プ、位相を表す。式 (5.33)

を (5.29)に代入して積分を実行すると、

E1(z, t) = i
∞∑

k1=−∞

∞∑
k2=−∞

∞∑
k3=−∞

Ak1 Ak2 Ak3 exp[i(θk1 − θk2 + θk3)]

×
∫ z

0

A3 exp(iθ)√
1− iβ

(2)
0 p2(3− iC)(z − ζ)

exp

[
− 1

32p6(3− iC)5

×[32p8T 2(3− iC)4(1− iC)

×{(k1 − k3)
2 + (1 + iC)(k1 − k2)(k3 − k2)}

+{1− iβ
(2)
0 p2(3− iC)(z − ζ)}3

×{(3− iC)t+ [(1− iC)(k1 + k3) + (1 + iC)k2]T}2]

 dζ (5.38)
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となる。p20|β
(2)
0 |z ≫ 1 の場合について考えよう。このとき、式 (5.34)-(5.37)は

A(z) = {(1 + C2
0)(p

2
0β

(2)
0 z)2}−

1
4 (5.39)

p2(z) = {(1 + C2
0)(p0β

(2)
0 z)2}−1 (5.40)

C(z) = −p20(1 + C2
0)β

(2)
0 z (5.41)

θ(z) =
π

4
sgn(β

(2)
0 ) (5.42)

と近似できる。これらの式を (5.38)に代入すると、

E1(z, t) =
1

{(1 + C2
0)(p

2
0β

(2)
0 )2}3/4

√
z
exp

iπ{2 + sgn(β
(2)
0 )}

4


×

∞∑
k1=−∞

∞∑
k2=−∞

∞∑
k3=−∞

Ak1 Ak2 Ak3 exp[i(θk1 − θk2 + θk3)]

×exp

−i(β(2)
0 z)3

32
{t− (k1 + k3 − k2)T}2


×
∫ z

0

1

ζ
exp

[
i
(k1 − k2)(k3 − k2)T

2

β
(2)
0 ζ

]
dζ (5.43)

となる。s = iζ/z0, (z0 = (k1 − k2)(k3 − k2)T
2/β

(2)
0 ) とおいて、式 (5.43)を変数変

換すると、

E1(z, t) =
1

{(1 + C2
0)(p

2
0β

(2)
0 )2}3/4

√
z
exp

iπ{2 + sgn(β
(2)
0 )}

4


×

∞∑
k1=−∞

∞∑
k2=−∞

∞∑
k3=−∞

Ak1 Ak2 Ak3 exp[i(θk1 − θk2 + θk3)]

×exp

−i(β(2)
0 z)3

32
{t− (k1 + k3 − k2)T}2


×
∫ iz/z0

0

1

s
exp

(
−1

s

)
ds

=
1

{(1 + C2
0)(p

2
0β

(2)
0 )2}3/4

√
z
exp

iπ{2 + sgn(β
(2)
0 )}

4


×

∞∑
k1=−∞

∞∑
k2=−∞

∞∑
k3=−∞

Ak1 Ak2 Ak3 exp[i(θk1 − θk2 + θk3)]

×exp

−i(β(2)
0 z)3

32
{t− (k1 + k3 − k2)T}2


×Ẽ1

(
−iz0

z

)
(5.44)

となる。ここで、Ẽ1(x) は式 (4.248)に示す積分指数関数である。
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第6章 今後の展望

ディジタルコヒーレント光伝送技術への無線通信技術の移入に一段落がついた
今、伝送媒体の差異に着目した新しい技術の開発、特に、残された問題である非
線形光学効果を克服するための、光ファイバ通信に特化した伝送技術および信号
処理技術の開発が待望されている、そのためには、線形問題の枠組みを超えた新
しいフレームで思考することが必要である。
非線形問題について考えるために、簡単な 2次方程式

x− 1 = εx2 (6.1)

を解くことを考えてみよう。
式 (6.1)は 2次方程式の解の公式を使って解くことができ、その厳密解は

xexact =
1±

√
1− 4ε

2ε
(6.2)

となる。一方、非線形性の大きさを表すパラメータ ε が 0 の場合には、式 (6.1)は
1次方程式、すなわち、線形方程式となり、その解は

xlinear = 1 (6.3)

となる。また、|ε| ≪ 1 の場合には、式 (6.1)を漸近展開を使って近似解を求める
ことができる。式 (6.1)の解を ε のべき級数で表し、

x =
∞∑
k=0

εkxk = x0 + εx1 + ε2x2 + ε3x3 + ε4x4 + · · · (6.4)

とする。式 (6.4)を (6.1)に代入し、ε のオーダー毎に分離すると、

O(1) : x0 = 1 (6.5)

O(ε) : x1 = x20 (6.6)

O(ε2) : x2 = 2x0x1 (6.7)

O(ε3) : x3 = x21 + 2x0x2 (6.8)

O(ε4) : x4 = 2x1x2 + 2x0x3 (6.9)
...
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となる。上式を xk, (k = 0, 1, 2, · · ·) について解き、式 (6.4)に代入すると、

x = 1 + ε+ 2ε2 + 5ε3 + 14ε4 + · · · (6.10)

となる。この結果は、式 (6.2)の厳密解のうち、複号を「−」にとった解において、√
1− 4ε を ε = 0 のまわりでテイラー展開した結果と一致する。また、x0 = xlinear

である。式 (6.10)を ε の n 乗の項までで打ち切った近似解を n 次の近似解とい
う。式 (6.1)の厳密解 [(6.2)]と近似解 [(6.10)]を図 6.1に示す。図から明らかなよう
に、ε が大きくなると、近似解と厳密解との誤差が増加する。また、n を大きくす
ると、近似解は厳密解に近づくが、ε が大きい場合の誤差はやはり大きい。

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

x

ε

Exact

1st order approximation

2nd

3rd
4th

図 6.1: 2次方程式 x− 1 = εx2 の厳密解と近似解

さて、本報告書でとりあげた非線形シャノン限界と非線形補償技術の内容と、式
(6.1)の解について考えてみよう。第 3章、第 4章、第 5.3節でとりあげた内容につ
いては、漸近級数の 1 次の近似解に相当する。第 5.1節、第 5.2節でとりあげた内
容については、実際の計算では非線形方程式を数値解析することに相当する。よっ
て、非線形性の影響が大きくなる場合、すなわち、ファイバの非線形係数が大き
い場合、もしくは、伝送距離が長い場合、光パルスのピーク電力が大きい場合に
は、誤差が大きくなったり、計算量が多くなったりする。
ところで、ファイバ中の光パルスの振る舞いを記述する非線形シュレディンガー方
程式 (2.30)やマナコフ方程式 (2.67)の初期値問題は逆散乱変換 (Inverse Scattering

Transform : IST)[1,2]によって解析的に解けることが知られている。すなわち、非
線形性の影響の大きさに依らず、厳密解を得る方法であり、2次方程式 (6.1)の解
の公式に相当する。最近、ディジタルコヒーレント技術と ISTに基づく新たな光
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変復調方式として光固有値伝送方式 [3-12]や ISTに基づくディジタル信号処理技
術 [13]が報告されており、今後の展開が期待される。
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あとがき

光増幅技術によりファイバ損失を克服し、ディジタルコヒーレント技術により、
群速度分散や偏波モード分散などによる線形的な信号歪みを克服した光ファイバ
伝送技術に残された問題は、光増幅器雑音による信号対雑音電力比 (SN比)の劣化
とファイバ中で生じる非線形光学効果に起因する信号歪みである。よって、光ファ
イバ伝送システムでは、SN比の劣化に非線形信号歪みの影響を加味した通信路容
量を与える「非線形シャノン限界」の克服が乗り越えるべき技術課題である。
本報告書は、「非線形シャノン限界」および、非線形信号歪みを補償する「非線
形補償技術」に関するいくつかの理論について、その調査研究内容をまとめたも
のである。第 2章では、後の章での議論の出発点となるファイバ中での光波の振
る舞いを記述する非線形シュレディンガー方程式 (NLSE)とマナコフ方程式を紹
介した。第 3章および第 4章では、NLSEから非線形シャノン限界が演繹的に導か
れる過程を示した。第 5章では、3種類のNLSEの解法を示し、それらの解法をど
のように非線形補償技術に適用するかを示した。最後に、第 6章では、非線形問
題に対するいくつかのアプローチ法を比較し、非線形性を考慮した光ファイバ伝
送技術の今後の技術展望の一端を紹介した。
本報告書を執筆するに当たり、理論を主とする論文を理解する上での障壁とな
る数式の導出過程をできるだけ丁寧に追うことに努めた。原論文を読む際に、本
報告書が少しでもお役にたてば幸いである。また、このような理論的基礎の理解
が、光ファイバ伝送技術に残された「非線形補償」問題に挑戦する上での道しる
べとなることを希望する。
なお、本報告書には情報通信研究機構 (NICT)の委託研究「光トランスペアレン
ト伝送技術の研究開発」の一部として実施した論文調査の成果が含まれている。
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